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W układaniu dzieła tego PEERS AAR się 
- naywięcćy Jeometryi elementarnćy Lacroix. 
Jeżeli zaszły iakowe z innych Autorów doda- 
tki lub odmiany tak co do porządku rzeczy, 
iako też co do sposobu ich wysłowienia, stało 
się to sczególnićy dlatego, aby małym dzie- 
ciom, iakie się zwyczaynie po niższych klas= 
sach szkół Depar tamentowych znayduią , po- 
czątkowe wiadomości Jeomeeryi bytytak nay- 
bar dziéy ułatwione. Pod tym względem bio- 
rąc rzeczy, wypadało trzymać się tego prawi- 
dła: im która wiadomość trudnieysza iest dla 
poczynaiących , tém bardzićy powinna być od 
początku oddalona; szaraiąc się wreszcie iak 
naytroskliwićy oto, aby każda prawda wy- 
nikala z poprzedzających ,,i i ułatwiała zro- 
zumienie następnych. Dla téy przyczyny, o 
powićrzchni wielokątów , umieściliśmy Age 
wóy,.niż o proporcyonalności ich boków > 
wielokątach w koło wpisanych i opisanych na 
kole i o stosunku przybliżonym okręgu do 
średnicy: Łe bowiem wiadomości są nierównie 
do zrozumienią , a nawet niektóre znich do 
wyłożeńia trudnieysze , niżeli twierdzenia o 
powierzchni wielokątów. 

Na końcu Części I. Jeometryi, umieści- 

liśmy iako przydatek Trygonometryą prosto” 
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` kreślna , zie tylko dla dopełnienia nauki or 
Lróy. katżoli; na które wszystkie wielokaty mo- 
g być zamienione, kota nawet nie wytacza- 
iąc; ale też dlatego , że trygonomelrya u- 
czniom maiącym iakąkolwiek w prawe w teo- 
ryi równań stopnia drugiego, daleko iest ta- 
twieysza, niżeli Jeometrya obiętość ciał za 
rzedmiot maiąca, (TV reszcie w téy mierze, 
równie iak we wszystkiem stosowaliśmy , się 
zupełnie do planu nauk przepisanego na szko- 
y Departamentowe, podług którego Plani- 
metrya z Trygonametryą prostokreślną kon- 
czy się w Klassie IVY, Stereometrya z Ti rygo- 
nometryQą kulistą wikiassia V, a teorya liniy 
krzywych drugiego rzędu czyli Sekcye koni- 
czne w EINN VI. 

FY trygonometryi przestaliśmy na kilku 
tylko przystosowaniach do Jeometr yi właści- 
wey ipr aklyczr éy, nie zapusczaiąc sie w przy- 

; stosowania Trygonometryi do innych- nauk 
matematycznofizycznych: w ym bowiem przy- 
padku opisy wyrazów technicznych i narze- 
dzi używanych wiecćyb y zabi aty mieysca, ni- 
želi same przystosowania. Nauczyciel, któ- 
zy iak we wszystkich naukach i ,umieiętno- 
sciach, tak i w Jeometr yi na AY, dziele 
przestawać nie może, chcący uczniów o uży= 
tkach Jeometryi przekonać, aby ich tym spo- 
sobem do nicy zachęcił , znaydzie takowych 
przystosówań wielką liczbę w dziełach Jeome- 
trya praktyczna X. Zaborowskiego; Miernictwo 
woienne Jozefa Łeskiego ; Nauka matematyki 
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Bezout przez Jakubowskiego; traitć de Góodesie 
théorique et pratique par Puissant; traitć d'Ar- | 
pentage par Lefevre; traité de Trigonometrie par 
Cagnoli ; Gr: u. Kaaf Unt: zur prak: Geometrie 
v. J. T. Mayer; Prak: Anw: zum plan: Vermessen 
etc. v. J.L. Hogrewe i t.d. w reszcie w różnych 
umieiętnościach matemalycznofizycznych, a 
nadewszystko w Jeometryi praktyczney dla 
szkól narodowych, która, ile mi iest wiado- 
mo, inž blizka ukończenia, wkrótce zapewne 
wyydzie na widok publiczny. 

Co się tycze niektórych pomnieyszych 
przydatków 2 dziela Legendre i innych, te 
poczynione zostały albo dla okazania zgo- 
dności dowodzeń ieometrycznych załgiebrai- 
cznemi ; iak są ny. o kwadracie summy lub 
różnicy dwóch liniy it.d; albo dla skrócenia 
í ułatwienia dłuższych lub trudnieyszych do- 
wodzéń w Jeometryi dalszéy, iak np. Twier- ` 
dzenie pod liczbą 175, bez pomocy którego 
chcąc dowieść iednego z początkou ych twier- 
dzeń Ster eometryi, trzeba uważać 14 tróyką- 
tów, ï okazać, które znich mogą do siebie 
przystać; RP dlatego, ażeby Dał iędney wia- 
domości ważnóy nie przechodzić nagle do 
drugiéy ważnéy bez, należytego obiecia pier- 
wszéy, iak są np. zagadnienia o różnicy po- 
wierzchni. dwóch kół spółśrodkowych i ld. 
, Można w prawdzie przez Lilkokrotne powló- 
rzenie iedneyże wiadomości ważnieyszćy dać 
ią poznać uczniom należycie ; lecz. tym, spo- 
sobem dzieci uczą sie Jeometr yi wiecey na 
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pamięć niż na rozum, przez co iuż nikną ko- 
„rzyści, które g uczenia się Jeometryi na roz- 
postarcie wyższych władz umystowych. spły- 
wać powinny. Nadto, ciągłe iedneyże rzeczy 
powtarzanie , tę ma do siebie przywiązaną 
niedogodność , że uczniów zwłascza poię- 
tnieyszych wprawia nieznacznie w natóg nie 
dawania uwagi na to, co się im wykłada. 
Lepićy zatóm iest przypominać im tę samę 
rzecz coraz pod odmiennym kształtem, do 
czego służą naywięcćy wiadomości między 
ważnieyszemi twierdzeniami środkuiące, ia- 
kiemi są uwagi, zagadnienia a nadewszystko 
odmienne sposoby dowodzenia, których w 
dziele tém użyliśmy dosyć czesto: gdyż i nie 
bardzićy nie służy do rozwinięcia i wydo- 
skonalenia władz umysłowych, iak wprawa 
w okazanie téy samey prawdy kilką sposoba- 
mi odmiennemi; i sama prawda w ten czas 
dopiero gruntownie iest poznana, gdy do 
niéy z łatwością różnemi drogami trafić mo- 
żna; i uczniowie nabieraią przez to chęci do 
Jeometryi, zwłascza gdy im iest zostawiona 
wolność dawania pićrwszeństwa temu spo- 
sobowi, który się im naybardzićy podoba. ` 
- Prócz tego iedne z tych sposobów są grunto- . 
wnieysze, inne latwicysze do zrozumienia lub 
wysłowienia , alba też wygodnieysze da uży- 
cia w dalszćy Jeometryi. Tak np. z trzech 
sposobów, któtych użyliśmy do okazania po- 
wiérzolni koła i stosunku okregów , pierwszy 
może być wygodnie użyty do wyprowadzenia 
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pówićrzchni i obiętości ciał zakończonych 
powićrzchniami krzywemi; drugima za sobą 


-wszelka Ścisłość i dokładność matematyczną; 


trzeci oprócz dokladnośceć i ścisłości, tę ma , 
iescze przed innemi korzyść, że wystawuie 
przed oczy koło i wielokąt, które uważać po- 
trzeba; a;tym sposobem zmyst widzenia do- 
pomaga uwadze; co w dwóch pierwszych spo- 
sobach mieysca nie ma. 

` Wreszcie dla ułatwienia i skrócenia nie 
których dowodzeń , użyliśmy pomocy z Algie- 
bry , która stosownie do planu , daie sie s 
Szkotach Departamentowych obok Jeometryt. | 
Od początku aż do połowy Rozdziału V. po- 
trzebna iest tylko wiadomość o. skróconych 
znakach, i naypićrwsze wiadomości o równa- 
niach; od połowy Rozdziału V, trzeba znać 
początko wą teoryąproparcyy i eometrycznych, 
adalćy podnoszenie liczby do kwadratu i wy- 
ciąganie pićrwiastku kwadratowego. Do 
Trygonometryi potrzebna iest teorya równań 
stopnia drugiego i Logarytmów; właśnie też 
na tém podług planu, kończy się Algiebria ` 
w Klassie IV,- Lecz aby z dzieła tego i ct 


korzystać mogli, którzy do szkół publicznych 
"nie chodzą, podaiemy tu niektóre wiado- 


mości z Algiebry ściśleyszy związek z Jeome- 
tryg maiące, ` r 


1 
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"WIADOMOŚCI z ALGIEBRY 


ŚCIŚLEYSZY ZWIĄZEK Z JEOMETRYĄ MAIĄCE. 


— 


L Wiozwigzywanin zagadnień. Arytmetycznych, cza- 
sem iedenże wyraz często powtarzać potrzeba. Po- 
_ wtarzanie to i razi ucho, i przeszkadza uwadze. Dla 
téy przyczyny zgodzono się na mieysce wyrazów, któ- 
re nayczęścićy powtarzać trzeba, używać skróconych 
znaków. [I tak na oznaczenie dodawania używa się 
znak taki +; np. a-|- b, znaczy a więcćy b. 
‘Znak odeymowania iest —, np. a —b, znaczy a 
„mnićy b. x i 
Znak mnóżenia iest X, np. a Xb, znaczy a roz- 
mnożone przez b. 

Mnożenie takżę oznacza się częstokroć przez kro- 
pkę między czynnikami położoną, a nayczęścićy kła- 
dą się przy sobie czynniki bez żadnego znaku. I tak 

- twzy te wyrażenia a X b, a.b i ab znaczą to samo. 
Jeżeli czynniki są ilorakie, to iest z kilku ilości zło- 
Żone, na ten czas mnożenię oznacza się za pómocą 
nawiasów. Itak (a-|-b) (2-4), znaczy, Że czyn- 
nik a--b pórinien być rozmnożony przez czynnik 
c--d.' 

Znakiem dzielenia są dwie kropki między dzieł- 
ną i dzielnikiem położone, np. a: b, znaczy a po- 
dzielone przez b. _ Dzielenie także oznacza się sposo- 


bem ułomków np — 


v 
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Na oznaczenie , że iedna'ilość większa iest od - 
drugićy , używa się znak taki >>; np: «>> 10 znaczy, 
Że liczba lub ilość iakakolwiek oznaczona przez z 
wich sza jest od 10. ; 

Na oznaczenie, że iedna ilość mnieysza iest od 


drugiey , używa się ten sam znak, lecz w położeniu 


odsrojnm, xp. << 15, znaczy « mnieysze od 15. 

Na oznaczenie równości używa się znak taki=, 
np. Ir, znaczy «© równa się 12. 

LI. Jeżeli są dwie ilości równe, dodawszy do 
obudwu lab od obudwu odiąwszy tę samę iłość , w 
1szym przypadku dwie summy, w 2gim dwie różnice 
będą równe. tak ieżeli am , będzie też a-+- 3 
=m 4- 3; a—c—m—e, 

Jeżeli są dwie ilości równe, rozmnożywszy 0- 
biedwie , albo też obiedwie podzieliwszy przez tę sa- 
mę ilość, będą w 1szym przypadku dwa iloczyny, w 
agim dwa ilorazy równe. I tak ieżeli «—a, będzie 

też 4r—4a; Zr—4a, 

Jeżeli są dwie ilości nierówne, dodawszy do o- 
budwu, albo też ód obudwu odiąwszy tę samę ilość, 
w 1szym' przypadku dwie summy, w 2gim dwie ró- 
Żnice będą nierówne. I tak ieżeli x >m, będzie też 
e--r>m--r; c=a>m—=a 

Jeżeli są dwie ilo'ci nierówne, rozmnożywszy 
obiedwie, albo też obiedwie podzieliwszy przez tę sa- 
mę ilość, w 1szym przypadku dwa iloczyny, w 2gim 
dwa ilorazy będą nierówne. I tak ieżeli » <p, bę- 
dzie też dw X 3p, ZTKĘp. 

II. Wyrażenia te, a-+5==m+5, a—c— 
mc, i tym podobne, zowią się równaniami. Tlo- 
ści a,c, m,5 itd zowią się wyrazami. Wyrazy 


i y : „4 
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równania MEERA NA od siebie MENEP =; zowią sig, 
stronami równania. -I tak w równaniu a — c—m 
=c, piérwsza, strona rownania iest a— c, druga 
strona równania iest 77 —c. 

To cośmy powiedzieli w yty ( 1, o ilościach 
równych, stosuiąc do równań w ogólności , wypadnie, 
że dodawszy lub odiąwszy po obu stronach równa= 
nia tę samę ilość , albo też obie strony równania 
rozmnożywszy lub podzieliwszy przez tę samę ilość, 
równanie się nie zepstie : gdyż w rszym przypadku 
summy, w 2gim różnice, w 5cim iloczyny, w 4tym 
ilorazy wypadną równe. 

IV. ród, a dodawszy do b, będzie a -+ b. 
are, a dodawszy do a, będzie a-|-a; czyli 2a. Beie, 
2a dodawszy da 4a, będzie! 2a -|- 4a, czyli 6a, 4te, 

'5a--3b dodawszy do 4a -- ab, będzie 5a -- 3b + 
4a--2b, czyli ga- 5b, $te, a ZA b dodawszy do 
‘a-b, będzie a-Hb-kFa-b, czyli ża} >b, czyli 
aa. Gte. a--5b dodawszy do a- 2b , będzie a-L-56 
-+-a- 2, czyli 2a+-5b— 2b; czyli 2a--3Ł, me, 
a -}- 3b dodawszy do a— gb, będzie a-|-3b--a — 9b; 
czyli 2a -+ 3b— gb; czyli za— 6b. 8me, a—4b 
dodawszy do a — 3b, będzie a—3b -|- a— 4b; czyli 
2a—4b— 3b; czyli 2a—7b itd. 
` Pierwsze cztery przykłady nie potrzębnią żadne- 
go obiaśnienia ; cztery ostatnie są także oczywiste : 
bo-w przykładzie 5tym dodawszy atb do a—b, 
będzie summa 24} b— b= 2a: co znaczy, że 2a 
powiększywszy i zmnieyszywszy tą samą ilością b, zo- 
stanie 2a. 
x Podobnież w przykładzie 6tym summa 2a -+ 5b 
—26=2a-- 36, znaczy, że do 2a ozn A na- 
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przód 50, a potém ódiąwszy 2b, zostanie 2a 4- 3%, 


W przykładzie 7mym, summa 2a 4- 55 — 9b ea T * 
 —6b, znaczy, że to 2a dódawszýnaprzód 3b, a po- ` 
 tćm odiąwszy gb, zostanie 2a — 6b. Nakoniec w 


przykładzie $mym summa 2a — 5b —— 4b == 2a — 
70, znaczy, że od 2a odiąwszy naprzód 56, a potóm 
4b, zostanie 2a — 7b. 

Zastanowiwszy się pilnie nad temi przykładami, 
wyciągniemy z nich następuiące uwagi: 16d, Dò- 
daiąc ilości odmienne, to iest odmiennemi głoskami 
oznaczone, iak w przykładzie 1, daie się między temi 
głoskami znak dodawania -|-. gre, Dodaiąc ilości 


, iednakowe, to iest iednakowemi głoskami oznaczone, 


iak w przykładzie 5 i 4, dodaią się tylko same liczby 
przed głoskami temi będące , które się zowią spół- 


, czynniki. . Uwaga ta ściąga się także i do przykładu 


2, w którym a dodane do a czyni 2a: gdyż spól- 
czynnik i zwyczaynie się opuscza, lecz iest zawsze do- 
myślny. Zcie Dodaiąc ilości iednakowe, spółczyn- 
niki ich czasem się dodaią, tak w przykładzie 2 73% 
418; a czasem Się odeymuią, iak w przykladzie 5, 
6i7. 4te Spółczynniki ilości iednakowych w ten 
czas się dodaią, kiedy przed niemi są iednakowe zna- 
ki, to iest albo przed obudwoma znak — „iak w przy- 
kładzie 8, albo przed obydwoma znak -|-, iak w przy= 


„ kładzie 4, i iak iest we wszystkich przykładach przed 
„wyrazem pierwszym , przed którym zwyczaynie. żaden 


się znak nie daie, lecz iest zawsze domyślny znak +-. 
5te Spółczynniki ilbści iednakowych w ten czas się 
od siebie odeymuią, kiedy przed niemi są znaki od 
mienne, to iest, kiedy przed iednym iest znak +-, a 
przed drugim znak —, iak iest w przykładzie 5,6 i 


- 
U 
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7. te Kiedy się AAEN ilości iskorak 
ed siebie odoy muią, przed pozostalą resztą daie się 
albo znak -- , iak. w przykładzie 6, albo znak —, iak 
w przykładzie 7., 7me Odeymuiąc od siebie spół- 
czynniki ilości iednakowych, przed resztą kładzie się 
znak taki, iaki iest przed spólczynnikiem miększym. 

2 tych wypada -następuiące prawidło do- 
dawania: spółczynniki ilości iednakowych z jedna- 
kowemi znakami dodaią sig; spólczynn: iki ilości ie- 
.dnakowych z odmiennemi znakami. odey. muią sie, 
daiąc przed resztą znak spółczynnika większego, 

V. a1ód Od a odiąwszy b, zostanie a=b. are 
©d 5a odiąwszy 3a, zostanie 5a-——ja—=2a, Jéie 
Od 5a -- 2b odiąwszy 2a--b, zostanie 3a -+ 2b — 
2a—b; czyli a ---26—b, czyli a +b. *4te Od 5a 
odiąweży 2a—b, zostanie 5$a—2a--b; czyli 5a 
tb 5te Od 6a + 2b odiąwszy 2a—3b, zosta- 
nie 6a + 2b — 2a + 3b,czyli 4a -- 5b itd. 

Pićrwsze trzy przykłady są oczywistę: ostatnie 
dwa, w których w ilości 'maiącćy się odeymować 
znak — zamienia się na znak -|-, potrzebuią dowo- 
dzenia. 
| Od 12 odiąwszy 8, zostanie 4. Jeżeli tak do 
12 iako też do 8 przydam np. po 2, i summę dru- 
gą, to iest io odeymę od summy pićrwszćy,, to iest 
od 14, zostanie także 4. Jeżeli tak do 12 iakoi do 
8 przydam po 5,po 4, po 5 it.d. i odeymę drugą 
summę od pićrwszćy, zawsze wypadnie ta sama ró- 
Żnica, to iest 4. Daymyż na to, że trzeba od a od- 
iąc b—c: ponieważ dodawszy tak do a, iako też do 
b—e iakąkolwiek ilość, i summę 2gą odiąwszy od 
tszóy, zawsze wypadnie ta sama różnica, któraby wy- 
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padła bez takowego dodania; więc tak do æ, iako też 
do b—=c dodawszy poc, potrzeba będzie od a-|-e 
odiąć b—c-} c; czyli oda--e potrzebą odiąć b. O- 


diawszy b od a -+ ç, zostanie a --4$3 Stąd wno- 


simy, że w ilosciach maiących się odeymować znak 
-|- zamienia się na znak —, i przeciwnie znak — 
na znak --; a z resztą zachownie się prawidło do- 
dawania. 

Odeymowanie oznącza się także za pomocą na- 
wiasów; i tak c—(a—b -4 c), znaczy to samo co 
s—a-+-b—e; podobnież s—m--p—q Zz 
(m—p -- 9) i td. 

ości maiące przed sobą maki ŻE zowią się 
odiemne; ilości. maiące przed sobą znak -- wyrażany 
lub domy lny, zwią się dodayne. 

: VM. Z tego cośmy wyżćy powiedzieli o skró- 
rh akd w množeniu używanych, łatwo iest 
wyprowadzić następuiące prawidło mnożenia ilo'ci 
poiedynczych: ¿iloczyn składa się ze wszystkich czyn- 
ników bez żadnego znaku przy sobie położonych, 


Tak up. iloczyn cztérech czynników a, b, e id iest 


abcd i t.d, 

VII. Liczba dzielna, iak wiadomo z Arytmety- 
ki, może być uważana iak iloczyn dwóch czynników, 
z których ieden iest dzielńikiem, drugi szukany m ilo- 
razem, Gdyby więc przyszło dzielić ab przez a, u= 
ważaiąc dzielną ab iako iloczyn dwóch czynników a 
ib, podzieliwszy iloczyn ten przez czy nnik a, wypa- 
dnie na iloraz czynnik drugi b:iw rzeczy saméy zna- 
deziony iloraz b rozmnożywszy przez dzielnik a, wy- 
padnie iloczyn ab, który od dzielnćy ab odiąwszy z0- 
stanie o. Podobnież dzieląć abem przez am, wypa- 
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G 


dnie na iloraz be: gdyż be rozmnożywszy przez am, 
wypadnie iłoczyn abem, który od dzielnóy odiąwszy 
zostanie o it.d. Stąd wypada następuiące prawidło 
dzielenia: iłości spólne dzielney i dzielnikowi prze-- 
kreśliwszy, reszta będzie szukanym ilorazem ; „np. 


axr 2abe ac 3ab 5 
ak it.d. 


—— 


a 77% abh m abc 

VII. Ulomki. algiebraiczne tem się tylko od 
zwyczaynych różnią, że w tych używaią się znaki li- ' . 
czebne, w tamtych zaś głoski abecadła i znaki skró- 


a © A 
sone. Tak rp. dwa ulomki ——, —r chcąc przypro- 


wadzić do iednakowego mianownika, trzeba licznik i 
mianownik 1go rozmnożyć przez d, a 280 przeę bi 


a 
będzie — : chcąc ułomek - rozmnożyć przez 


ad bł, 
bd” bd 
, 
Bia 

IX. Jeżeli 4 ilości a,b,c,d sątakie, że ile 
razy iloć 1wsza iest większa lub mnieysza od 2gićy, 
tyłeteż razy ilość 5cia jest większa lub mnieysza od4tćy; 
cztery te iloć ci zowią się proporeyonalne, i składaią 
proporcyą ieojnetryczną: i mówimy na ten czas, że 
tak się ma ilość pierwsz a do drugidy, iak trzecia 
do czwartćy, albo że stosunek ilości iszey do zgidy 
równy iest stosunkowi ilości gcidy do 4tcy. 

Chcąc się dowiedzićć ile razy iłość iedna iest 
większa lub maieysza ód drugićy , trzeba iednę przez 
drugą podzielić, Dzielenie iakośmy EAA N ozna- 
cza się albo za pomocą dwóch kropek między dziel- _ 
ną i dzielnikiem położonych, albo sposobem ułomka. 


ad 
„d będzie ——, i t.d. 
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< . 
Proporcyą zatóm ilości a, b, e, d, wyrazić można. 
EREE IPI A EAN VEE DP SŁ 
NIS b d 
nie iednak oznacza się propgrcya ieometryczna sposo- 
bem iwszym (*). Wyrazy a, b składaią 1 wszy sto- 
„sunek, wyrazy c, d skiadaią agi stosunek: 1szy wy- 
raz æ zowie się poprzednikiem , agi b następnikiem 
1 wszego stosunku; ci wyraz © poprzednikiem s "4ty 
d następnikiem 2go stosunku. W proporcyi zatem 
tak. się ma poprzednik 1go'stosunku do swego nastę- 
pnika, iak poprzednik 2go stosunku do swego nastę- 
pnika. Stąd iuż łatwo uczynić wniosek, że co w dzie- 
leniu zowiemy ilorazem albo ważnością ułomka, to w 
proporcyi ieometrycznćy nazywa się stosunkiem. ~ 
2. Proporcyą a: b=c: d, wyraziwszy sposobem 


Zwyczay- 


- s c . + a . 
ułomka TAT i oba te równe ułomki rozmnoży- 


abd. bed 
wszy przez bd, będzie % 7 gs eyi ad = be. 
` Czynniki tych dwóch iloczynów równych, są wyraza- 
mi danćy' proporcyi; ad iest iloczynem wyrazu igo i 
4go, bo iest iloczynem wyrazu 2go i 3go, Wyraz 
1 wszy i 4ty, zowią się wyrazami skraynemi, wyraz 
agi i 3ci wyrazami średniemi proporcyi ` Stad w nie- 
siemy, że w proporcyi ieometryczney iloczyn wyra- 
zów skraynych równy iest iloczynowi wyrazów sre- 
dnich. si 


3. W równaniu mr == pg, podzieliwszy obie 


1*] Zwyczaynie proporcya ieometryczna oznacza się gak a; b:: 
cz d; lęcz zamiast 4 kropek używa się uayczęścićy znak t- 
wności, iako widocznieyszy i prędszy do napisanid. 
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PAPRA POZA NSZZ NY, 
strony przez pr, PO rd czyli — = pri 


czyli m: pz=q:r.' Toiest, gdy są dwa iloczyny rd-- 
_ wne, dwa czynniki iednego iloczynu mogą być wzię- 
te za wyrazy skrayne, dwa czynniki 2g0 za wyrazy 
średnie proporcyi, 

4. Wproporcyi a: bźc: æ, iest ax =be(2). wW 
tém równaniu podziełiwszy obie strony przez a, będzie 


ax be c 2 i 
4 = pAg czyli c — > To iiest , w proporcyi 


isie Arek dy wyraz 4ty równa się iloczynowi dwóch 
wyrazów średnich podzielonemu przez wyraz 1szy:) 
Podobnymże sposobem znaleźć można którykolwiek 
kw: BOYZ? byleby trzy inne wyrazy były dane. 
Dwie proporcye a: b==c: d, m:pr>q:r, 
LE DIS sposobem ułomków, będą dwa równania 
a. c m 
Pyra KIA 
dwóch równań PZ” BAS siebie sara 


TXG=GX7 W; cyl zzz, (M); 


czyli am: bp—=cq: dr Tẹ ostatnią proporcyą po- 
równawszy z dwiema proporcyami podanemi, w nie- 
siemy , że w dwóch proporcyach ieometrycznych wy- 
razy odpowiadaiące rozmnożywszy przez siebie, 
cztćry iloczyny stąd wypadaiące, będą składały 
proporcyą. ` } 

6. e PEPY E 3: bze: d, M: pe: d, 
wyraziwszy sposobem ulomków, będzie si pran Fs 


=. Strony odpowiadaiące tych 


r 


m 


p 
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m e` i a 

— 2 ze. W dwóch tych równaniach strona 2ga 
p d | 

A Ez) Í PE ASK: 2 A 
równania 1go równa iest stronie 2gićy równania 280; 
a zatćm i sttona 1wsza równania 1go; równa będzie 
„A d A ig ne j 
stronie 1wszćy równania 2go: będzie więc 7 = mi 
> , 


ezyli a: b=zm:p. To iest, gdy dwie propercyć ma- 
ią ieden stosunek *pólny , dwa inne stósunki tych 


© proporcyy są sobie równe, a tem samém skladaią 


proporcyą. 
7. nearr a:b = c: d, iest ad — be. 
(2). Do obu stron tego równania raz dodawszy, drú- 
gi raz od obu stron odiąwszy bd, i tak dwie rowne 
summy, iako teź dwie równe różnice iednćmże ró- 
wnaniem wyraziwszy; będzie ad > bd = be + bd. 
W tém równaniu z twszćy strony czynnik d, z 2gićy. 
strony czynnik b iest spólny dla obudwu wyrazów ; 
możną więc strony tego równania rozłożyć na czynni- 
ki, oznaczaiąc mnożenie za pomocą nawiasów ; będzie 


zatóm (a b) d = (c + d) b. Czynniki dwóch tych 


iloczynów równych ułożywszy w proporcyą.(3); bę- 
dzie at b: e+ d= b: d; wziąwszy osobno summy. 
osobno różnice , będą dwie proporcye a--b: c 4 
= brd, a—b: c—d—=b:d, w których stosunek 
agib:'d iest spólny ; będzie więc a-|-b: cj d=a 
„— b: c — d (6), To iest, w proporeyi ieometr)- 
czney, tak się ma summa poprzednika i następnika 
igo stosunku do summy poprzednika i następnika 
2go stosunku , iak różnica poprzednika i następnike 
stosunku 1g0, do różnicy poprzednika i następnika 


stosunku 260. 
+ 


(b) 


‘ai 


XVI 


W temże równaniu ad == be, po'obu stronachh 
raz dodawszy drugi raz odiąwszy de, i odbywszy dziiast= 
łanie iak wyżćy, wypadnie ac: b+ d= ae SB 
b—d. To iest, w proparcyi ieametryczney tak sięę 
ma summa poprzedników do summy następników 4., 
zak różnica poprzedników , do różnicy następnikóww. 
8: Niech będzie A: a == B: h= C: c; czylili 
475 BŻ | 
>= = i Pory mę to, że 4 m będzieie 
też 4% Si m. W trzech ostatnich równaniackh 
` rozmnożywszy obie strony w równaniu 1szóm przę£z 
a, w 2giem przez b, w Zcićm przez c, będzie A 
am, Bbm, C= cem.. W trzech ostatnich wó0- 
wnarmiach , strony odpowiadaiące dodawszy do siiee- 
bie , będzie A-B- C — am-|-bm-— cm; drugzą 
stronę rozłożywszy na czynmiki, i oznaczywszy mmoo= 
Żenie za pomocą nawiasów , będzie A-+B-+-C== 
(a-b c) m; podzieliwszy obie sttony przez a -|- +b 

1X, A-B-C Ai A 

| "re, wypadnie pr gar == m; a Że m = p_poo- 

ENDA $ yo ABC A 
dług założenia, więc SA = gi czyli A "r 
B--C: a--b-|-cZA:a. Toiest, gdy iest kilkka 
stosunków równych , tak się ma summa wszystkiech 
poprzedników do summy wszystkich następnikówe , 
iak poprzednik 1wszy do swego nastepnika, lub ,„daak 
kcórykolwiek poprzednik do swego następnika, 

g. W proporcyi ieometrycznóy można rozmańi- 
cie odmieniać mieysce wyrazom bez nadwerężemiia 
proporcyi. Itak proporcya a: b == c: d może byyé ` 
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_w w następuiące zamieniona a: cz=b: d; b: da: c; 


bb: a—=d:c; czdzzazb; czaZd:b, d:c—b: ż 
dd: b=ze:a. Jakoż we wszystkich tych proporcyach 
ilaloczyn skraynych i średnich iest tak iak w propor- 
cycyi iwszćy ad = = be. 

10. Pozostało iesczę wiele AE własności 
piproporcyy ieometrychnych, które łatwo -można wy- 


7 a © 
piprowadzić za pomocą dwóch równań 7 FT ad 


==bc. Tak np. ieżeli w dwóch proporcyach trzy wy- 
razazy iednćy, są równe trzem wyrazom 2gićy, będzie 
wwyraz 4ty rwszćy równy wyrazowi 4mu 2gićy pro- -< 
pwotcyi. 2re Wszystkie wyrazy proporcyi rozmno- 
żysywszy lub podzieliwszy przez iednęż liczbę. propor- 
Cy:ya się nie zepsuie, 3cie Rożmnożywsży lub podzie- 
liwwszy same tylko poprzedniki, lub same tylko nastę- 
pwniki przez iednęż liczbę; albo też rozmnożywszy lub 
poodzieliwszy poprzedniki przez iednę liczbę a nastę 
puniki przez inną liczbę, proporcya się nie zepsuie it.d. 

„ 11. Proporeya a: bb: c, w którey nastę* 
pnnik 1go stosunku równy ięst poprzednikowi stosunku 
2g'g0, nazywa się pręporcyą ciągłą, Wyraz b nazy= 
waa się średnim ieometrycznie proporcyónalnym, Po- 
nieieważ w proporcyi ieometryczućy iloczyn skray nych 
róówna się iloczynowi Średnich (2), w proporcyi za- 
tórm ciągłćy iloczyn skraynych , równy będzie wyrazo- 
wi i średniemu przez siebie rozmhożonemu, 

X. Iloczyn jakiéy rkolwiek ilości przez siebie 
rowzmnożonćy, zowie się kwadratem. 1 tak 16 iest 
kwwadratem diczby 4; 25 iest kwadratem lięzby 5; aa, 
bb» są kwadraty ilości a, b. Ilość z którey przez sie- 
biee rezmneżonćy powstaie kwadrat, zowie się pier- 


A (b) 
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wiastkiem kwadratowym, Itak 2 iest piórwiastkiem 
kwadratu 4; 5 iest pićrwiastkiem kwadratu g; a iest 
pićrwiastkiem kwadratu aa i t.d. j 

Mnożąc aa przez a wypadnie aga (VI), mno- 

Żąc aa przez aa, wypadnie aaaa itd. Dla skróce- 
nia zamiast aa, aaa, aaaa it.d. piszesię w iszym 
przypadku a*, w zgim a*, w gcima* itd. Liczby 
2, 3,4 itd. ugóry z prawćy strony ilości iakićy 
położone, zowią się wykładniki, i znaczą że ilość ta 
wzięta iest za czynnik 2, 5, 4 itd. razy, albo że ilość 
ta podniesiona iest do 2g0, 3go, 450 i1.d. stopnia, 
` lub też do zgićy, Zcićy, 4téy itd. potęgi. , Wyklła- 
dnik zatóm 2 znaczy ilość podniesioną do kwadratu 
czyli do zgićy potęgi. 

Znak pićrwiastku iest taki V, np. V ab zna- 
czy że potrzeba wyciągnąć pićrwiastek kwadratowy 
z iloczynu ab. $ znaczy, źe potrzeba wyciągnąć 

w l A 
' piérwiastek z licznika i z miańownika; o: znaczy, 


że potrzeba wyciągnąć, pićrwiastek z licznika tylko ; 
V a--b albo V (a --b), znaczy že potrzeba wy- 
ciągnąć piórwiastek z sammy a-|-). 

V4XV 9=ZV 4X9 =V 566; podobnież 
Va ŚĆ Yb tm: yab. ; i 

V5XV3=V 3X82V 9= 3; podóbniież 
Vaxy ay aaa. l 

v4 X33 3% 42 3X2= 6; podobnież V axm 


cm Va. 


1 a A 
——=gy i 6=34X4=2; podobnież 2 zżży/a. 
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YV 18=V 9 VJA 3y/2; podobnież y aizat. 
; 1 PARS PP. | 
V 16=2V , = 4y 16 X 4 = 4; podobnież 
Va=aV T=ĘV ýa itd. 


XI.  Mnożąc np. 24 przez 7, albo 24 przez 57, 
trzeba 4 iedności i 2 dziesiątki rozmnożyć w iszym 
przypadku przez 7, w agim przez 7 iedno'ci i przeż 
5 dziesiątków. Podobnież chcąc rozmnożyć a+b, 
lub ab przez c, albo też chcąc pozmnożyć a-b, 
lub a —b przez deh d, lub przez  N—d; trzeba a sd 
b lub a—b w rszym reyp dk rozmnożyć przez c, 
i wypadną dwa cząstkowe iloczyny ac, bc; w 2gim 
przypadku przez c -+ d, lub przez c—d, i wypadną 
cztéry cząstkowe iłoczyny ac, bc, ad, bd; co iest 
rzeczą widoczną ; ; lecz nie tak hew iest pomiarkoś 
wać iakie maią być znaki przed temi cząstkowemi i- 
loczynami, to iest gdzie trzeba dać znak +-, gdzie 
znak —.  Obaczmy to na przykładach. 

zód Ponieważ iloczyn iest zawsze o, gdy ie- 
den z czynników iest o; rozmnożywszy więc a—e 
czyli o, przez.iakąkolwiek ilość c, iloczyn powiniem 
wypaść równy o. Mnożąc a—a przez c, wypadną 
dwa cząstkowe iloczyny ac, ac; kiedy więc 1szy iest 


„ dodayny, 2gi powinien być odiemny : gdyż ac—aę 


=o: Stąd wuiesiemy, że rozmnożywszy ilość odie- 
mną przez dodayną, wypadnie iloczyn odiemny. 

zre Dla tóyże samćy przyczyny mnożąc c przez 
a—a, wypadnie iloczyn ac— ac—zo. Stąd wnie- 


'siemy, Że rozmnożywszy ilość dodayną przez odie- 


mną, wypadnie iloczyn odiemny. 
Seie. Nakonoiec mnożąc 4— a przez — c, pićr= 


wszy z dwóch cząstkowych iloczynów. podług przy- 


E Í 
t 
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padku 2go, będzie odiemny; ażeby więc iloc szyn cal- 
- kowitybyłrówny o, drugi cząstkowy iloczyn powinien 

- być dodayny : iakoż — ach aczzo. Stad wniesie- 
my, że rozmnożywszy ilość odiemną przez odiemną, 
wypadnie iloczyn odaya] Że żaś iloczyn iest do- 
- dayny gdy się mnoży: iloć dodayna przez HEN 
` to żadnóy sali ości nie podpada. 

Ztych uwag wyprowadzić można prawidło na- 
' stępniące : czynniki z tednakowemi znakami, daią 
iloczyn dodayny; czynniki z odmiennemi znakami 

daią iloczyn odiemny. 1 

a XIL Podzieliwszy -H ab przez + a, wypadnie 
iloraz, -+ b, iakośmy iuż powiedzieli (VII).  Podzie- 
liwszy -+ ab przez —a, wypadnie iloraz — ù: gdyż 

znaleziony iloraz — b rozmnożywszy przez dzielnik= a, 

- wypadnie iloczyn +- aż (XI), który odiąwszy od dziel- 

néy -ab podług prawidla wyżey podanego (V), 20- 
stanie -+ ab —ab— 0; co dowodzi, że DZA 
iloraz iest prawdziwy. 

s Dla tćyże przyczyny podzieliwszy — 3 przez -|- 
«, wypadnie iloraz — b.  Podzieliwszy — ab przez 
-—a, wypadnie iloraz -+ b: gdyż znaleziony il iloraz -|- 
B rozmnożywszy przez dzielnik — a, wypadnie iloczyń- 
— a, który PEAT od dzielney — ab; zostanie 
— ab ko ab== 

Stąd «iska następuiące prawidło : ilości è iet 
' dnakowemi znakami daią iloraz dodayny; ilości 
z.odmiennemi znakami daią iloraz odiemny. 

XII. Podług prawidła wyżćy podanego (M), 
rozmnożywszy a -|- b przez a— b, wypadnie a” -tab ' 
—ab-|-b*, czyli a — b°; 2re rozmnożywszy a- 
6 przez a -|-b, Pree a” L2ab--b'; Beie roz- 
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mnożywszy a— łą przez a — b, wypadnie a= zab- ` 
ib'; 4te tozmnożywszy a--3 przez a-- 3, wypadnie 
7 aa 60--9; 5te rozmnożywszy 2-3 piąez a—3, 
wypadnie a —6a -- g itd i 

` Z pićrwszego przykładu wniesiemy, że ARE 
summy dwóch R ash przez ich różnicę æ= 9, iest 
móżnica ich kwadratów a* —9*. Z przykladu 2g0 i 
380 wypada, że kiedy pierwiastek ma dwie części a 
—- b, lub a— 5, kwadrat składa się z części trzech: 
to iest, Z Wadari a* części IWSZEy, Z podwóyne- 
go iloczynu aab części 1wszćy przez 2gą, i z kwa- 
dratu b* części zgidy; Podobnież w dwóch przykła- 
dach ostatnich, kwadrat dwóch ilości a +4- 5, a—-=3, 
sklada się z kwadratu a* części 1wszey, z podwóy- 
nego iloczynu Ga części 1széy przez ogą,i z kwadra- 
tu 9 części agićy. Gdyby więc dane były dwa kwa- 
draty «+ 6x--g, © —60-+-9; wnieślibyśmy że 
pićrwiastkiem 1go iest « |-5, 2g0 1 — 3. 

A zatóm natrafiwszy np. na równanie takie : æf, 

-H 60—40, albo też x” — 66240: w nieślibyśmy, 
że w obudwu równaniach pićrwszey stronie do zupeł- 
ności kwadratu nie dostaie 9, Dodawszy więc 9 w obu 
równaniach z pićrwszey strony dla dopełnienia kwa- , 
dratu, z drugićy dla zachowania równości, będzie z* 
-—+0x--9—49; z "be 4 g%=4g. Piérwiastek 
piérwszéy strony w równaniu 1szćm iest z -j 3 "O A 
2giem x — 3, pićrwiastek zaś agiéy strony w obu 
równaniach iest 7; będzie więc x- 357557, 2—5 
= 7 itd. Stąd wypada następuiące prawidło: chcąc ` 
dopełnić kwadratu którego tylko dwie pićrwsze czę- 
ści są dane, trzeba patowe spółczy: nnika części 2giéy 
podnieść do kwadratu, i kwadrat ten dodać do a- 
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budwu stron równania , np. w równaniu x° © ZKEŻE 

4J, dopełniwszy kwadratu, będzie 2* + pa -F I 4P 2 
4p + 9. Pićrwiastek szukany pićrwszćy strony ró- 

„wna się zawsze pićrwiasikowi wyrazu 1go i polowie 

spółczynnika wyrazu żg0 wziętćy z takim znakiem , 

iaki się przed wyrazem 2gim mmyduie: itak z dwóch 

kwadratów z” -|- px- gp”, © — je -- $p", piérwia- 

stkiem 1go iest z+ 4P» 2g0 SRP: 

XIV. . W równaniu —e* 4-a: eq m, Toż. 
mnożywszy obie strony przez — 1 będzie «* —ax = 
—q+m (XI). Stad wniesiemy, że w równania 
wszystkie znaki -|- zamieniwszy na — , i wszystkie 
ZER pł A na --, równanie się nie zepsuie. ` 

cs ieżeli 5a — x — — p ko będzie też — 5a -|-. 
=p—ritd. 
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JEOMETRYI 
CZĘŚĆ I 
ROZDZIAŁ L 


Wiadomości poprzednicze, 


1. Nala rzeczy zmysłowe, zwane ina= 
créy ciała , choćby też były naydrobnieysze , 
są zawsze rozciągłe, to iest maia długość , sze- 
rokość i wysokość czyli grubość. Śpólna ta 
wszystkim ciałom własność, o któréy nas zmysł 
widzenia i dotykania przekonywa , sama icdna 
tylko zaymuie uwage naszę, kiedy ciała iakiego 
wielkość zmierzyć , lub ia z wielkością innego 
ciała porównać chcemy: w ten czas bowiem nie 
zważaiąc na inne ciała tego własności, do mie- 
rzenia żadnego wpływu nie maiące, sama sie tyl- 
ko iego rozciągłością zaprzątamy. Nauka po- 
daiąca sposoby mierzenia rozciągłości, nazywa 
się nauką mierniczą , czyli Jeometryq. 

2. Rozciągłość uważa się rozmaicie, i ma 
rozmaite nazwiska. Jeżeli dla wymierzenia wiel- 
kości iakiego ciała uważamy razem iego dłu- 
gość, szerokość i wysokość, czyli grubość; roa- 

1 
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ciągłość pod temi trzema wymiarami razem wzię- 
ta zowię się 4 Kay cz 5 albo obiętością te- 
go ciała, volumen, a ciała,których wielkość pod 
temi trzema wymiarami uważamy, zowią sie bry- 
ły: i tak kamien, kula, belka, budynek i t.d. są 
to bryły, których obiętość iest mieysce wzdłuż, 
wszerz i wzwyż rozległe, przez te bryły zaiete, 
Bryły podług rozmaitego kształtu sa rozmaite , 
okrągłe, graniaste, konczate i t.d. i maią roz- 
‘maite nazwiska, iak to na swoiém mieyscu wy- 
łożymy. | 

3. Częstokroć w mierzeniu ciał uważamy 
tylko ich długość i szerokość, bez żadnego 
wzgledu na wysokość lub grubość. I tak dla 
wymierzenia pola, ogrodu, posadzki 'w pokoiu, 
obicia na ścianę it. d. dosyć iest zmierzyć ich 
długość i szerokość. Rozciągłość podtemi dwo- 
ma wymiarami uważana, bez względu na wyśo- 
kość czyli grubość, zowie się powierzchnią , su- 
perficies. Powierzchnia podług kształtu ciała, 
- do którego należy, iest albo równa czyli płaska, 
zwana inaczóy płasczyzna , planum ; iak. iest 
powierzchnia papićru, tablicy, stołu, posadzki, 
ieziora, pola równego i t.d. albo nierówna czy- 
li krzywa, to jest wklesła lub wypukła ; iak iest 
powierzchnia naczynia wklęsłego, kuli, armaty, 
góry, doliny i t.d. Tu iuż łatwo wnieść można, 
że powierzchnie równe czyli” płasczyzny różnią 
się tylko między soba swoią rozłegłością czyli 
wielkością: powierzchnie zaś krzywe tak.ca:dą 
rozległości, iak i co do kształtu swego niuszą 


być rozmaite; (2-15 i- ` tj 
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4. Czesto nawet i na szerokość nie daie- 
my żadnego wźgledu, lecz tylko same długość 
uważamy. I tak podróżny nie pyta się o sze- 
rokość drogi, która ma przebyć, ale tylko uwa- 
ża odległość mieysca do którego dąży: probu- 
iący dzielności strzelby mierzy tylko długość 
drogi którą kula przebiegła, it:d. Rozciągłość 
taka tylko wzdłuż uważana, bez względu na sze- 
rokość i grubość zowie sie /imiią , a konce li- 
nii nazywaią się punktami. Punkt zatóm, ści- 
śle biorąc rzeczy; nie ma żadaćy rozciągłości : 
gdyż iest końcem linii, która nie ma ani sze- 
rokości ani grubości. Mówimy tu, ściśle bio- 
rąc rzeczy „gdyż punkta znaczone na tablicy lub 
na papićrze nie mogą być bez rozciągłości, ró- 
wnie iako i liniie, które kreda, ołówkiem albo 
piórem kreślimy, muszą mieć koniecznie sze- 
rokość, choćby też były iak naycieńsze. Ale 
w ścisłóm znaczeniu , kiedy plasczyzna będąca 
końcem czyli granica ciała iakiego , ma tylko 
długość i szerokość bez grubości; liniia będąca 
granicą czyli końcem płasczyzny , mieć tylko 
może długość bez szerokości i grubości; punkt 
zaś, iako granica czyli koniec linii , nie może 
mieć żadnćy rozciągłości. . ` | 
5. Liniia iest albo prosta , albo złamana 
czyli z kilku prostych złożona, albo krzywa. Li- 
-niia prosta iest naykrótsza droga z iednego pun- 
ktu-do drugiego”, jak iest liniia AB. Tablica 1. 
Figura 1. Wszelka zaś inna liniia, która nie 

„iest naykrótszą drogą z jednego punktu do dru- 
„ giego, iest albo liniia złamana, czyli z prostych 
> if 
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złożona, iak iest liniia AC DB; albo krzywa ,iak 

są liniie AEB, AFB, które są tóm dłuższe, im 
wie bardzićy oddalaią od naykrótszćy drogi: æ 

punktu A do B, czyli od linii prostćy AB. 

6. Z tego cośmy dotad o linii prostćy po- 
wiedzieli , wypada rod. że przez ieden punkt tyle 
liniy prostych prowadzić można, ile sie podoba: 
co iest przez sie widoczna ; 2re Że przez dwa 
punkta iedna tylko liniia prosta przechodzić mo- 
że: bo od iednego punktu do drugiego iedna 
iest tylko naykrótsza droga; liniy zaś krzywych 
i złamanych tyle przez dwa punkta prowadzić 
można , ile sie podoba: dlatego też liniie krzy- 
we i złamane oznaczaią sie kilka głoskami; na 
oznaczenie zaś linii prostey , dosyć iest dwóch 
tylko głosek, które, ieżeli długość linii prostćóy 
iest wyznaczona , kladą się przy iéy koricach ; 
jeżeli długość linii nie iest wyznaczona , kładą 
sie wdwóch którychkolwiek ićy punktach. 3cze 
Że gdy zatóm dwie liniie proste maią dwa pun- 
kta spólne, dwie te liniie czynia iednę tylko li- 
niią prostą: bo przez dwa punkta iedna tylko li- 
nija prosta przechodzić może; 4że że gdy sie 
dwie liniie proste z sobą przecinają , przecie- 
ciem ich iest tylto ieden punkt: bo gdyby się 
we dwóch punktach przecinały , na ten czas ma~ 
iac dwa punkta spólne , czyniłyby iednę liniią 
prostą. 5/e że nakoniec liniie proste różnią'się 
"między sobą tylko długością swoia;lubo i ta ró- 
Żnica nie iest tak wielka iak się z początku zda-: 
ie, gdy zważymy,żekażda liniia prosta może być, 

‘w myśli przynaymnićy, w obie strony tak daleko 
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przedłużona „iak sie podoba; gdy tym czasem li- 
niie złamane i krzywe tak co do długości, tako 
à co do kształtu swego , mogą być rozmaite. 

7: Miedzy liniami krzywemi, nayznaczniey- 
sza iest linija kolista, zwana okregiem koła, 
linea circularis, circumferentia circuli, iaka 
iest fig.2. ABCDEA , która zwyczaynie kreśli 
się za pomoca narzędzia cyrklem zwanego, lecz 
którą wykreślić także można sposobem naste- 
puiącym : wziąwszy nitke lub drócik długości 
np. linii AS, i ieden iego koniec utwierdziwszy 
na stole lub na tablicy w punkcie S tak , aby 
około tego punktu mógł się obracać ;do drugie- 
go końca A przyłóżmy ołówek lub krede ¿ i o- 
bróćmy drócik wraz z kredą około punktu $ 
tak, aby powrócił na to samo mieysce , z któ- 
rego obracać sie począł; ślad na tablicy od 
kredy zastawiony iest okregiem.  Płasczyzna 
tą liniią krzywą okrćślona zowie się kołem, cir- 
culus. Część iakakolwiek okregu AED, BCD 
itd. nazywa sie łukiem, arcus. 

„ 8- Własność okręgu z samego wykrćślenia 
wypływaiąca iest ta, że każdy punkt na nim 
wzięty znayduiesię w równćy odległości od pun- 
ktu S: odległościa bowiem tą iest drócik AS, 
którego długość w czasie obrotu iest nieodmien- 
na. PunktŚ zowie się dla tóy przyczyny środ- 
kiem koła, centrum, a liniia prosta SA,ŚB it. d. 
środek koła z punktem którymkolwiek na okre- 
gu wziętym łącząca, nazywa sie promieniem , 
radius. Wszystkie zatém promienie koła sa ró- 
wne: bo wszystkie punkta okregu są w równóy 
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od środka koła odległości. Inne własności o- 

kręgu wyłożymy na swoićm mieyscu ; tu tylko 

przestajemy na tych, które nam do początko- 

„wych wiadomości o liniiach prostych będą'po- 
trzebne. | f 

g. Co się tycze innych liniy krzywych, 

* kształtem swoim i innemi własnościami od o- 
kregu ró/niących się, te należą do Jeometryi 
dalszćy, którą poprzedzić powinna wiadomość 
własności liniy prostych, płasczyzn i brył , co 
iest przedmiotem ninieyszego dzieła. 


: 


ROZDZIAŁ 1L 


o Liniiach prostych przecinaiących się, o ką- 
tach i tróykątach. 


to. Gdy się dwie liniie proste, fig-3. AC, 
"BC, z soba przecinaią , w punkcie C, mieysce 
miedzy temi dwiema liniiami zawarte, ze strony 
przeciwnćy punktowi przecięcia nieograniczone 
zowie się katem , angulus. Liniie AC, BG, 
przecięciem swoićm kąt tworzące, zowią się ra- 
mionami kąta, crura, a punkt C, w którym sie 
te dwie liniie przecinaią , nazywa się wierzchot- 
kiem kata, Werter. 

'11. Kąt zwyczaynie oznacza się iedną gło- 
ską iakakolwiek , która sie kładzie przy iego 
wierzchołku. Lecz gdy dwa lub wiecćy kątów 
maią spólny wierzchołek, iak iest na figurze 4, 
na ten czas kąt oznacza się trzema głoskami , 
z których iedna kładzie się przy iego wierzchoł- 


+ 
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ku, a dwie przy koncach ramion. A że czesto- 
kroć końce ramion sa wierzchołkami innych 
katów, iak zp. na fig. 11, przeto dla dokładne- 
go oznaczania kątów , zgodzono się w wymawia 
niu tych głosek zachować nastepuiacy porza- 
dek: wymówić naprzód głoske bedaca przy 
końcu iednego ramienia, potóm głoske bedacą 
przy wierzchołku, nakoniec głoske bedąca przy ` 

oncu drugiego ramienia. Itak fig. 4 kąt-za- 
warty między ramionami BC, DC iest BCD, lub 
DCB; kąt ACD, lub DCA iest kąt zawarty mie- 
dzy ramionami AC, DC itd. 

12. Ramiona kata moga sie bardzićy lub 
mnićy rozchodzić : kąty też pod tym wzgledem 
są większe lub mnieysze. I tak fig. 4, kąt ACB 
iest większy od kata DCB; gdyż ramiona pier- 
wszego bardzićy się rozchodzą, niż ramiona dru- 
giego. Katy równe sa te, których ramiona ró- 
wnie się rozchodzą , i które tém samém przystać 
mogą dosiebie, gdy ieden na drugim bedzie po- 
łożony. I tak, położywszy be ramie kąta bca, 
na BC ramieniu kąta BCA , w ten sposób , aby 
punkt c padł na C, ieżeli ramie ac póydzie po 
ramieniu AC, kat bca iest równy katowi BCA, 
chociażby ramiona 5c,ac były dłuższe lub krót- 
sze od ramion BC, AC: gdyż ramiona kąta iako 
liniie proste moga być podług potrzeby prze- 

łużone. Jeżeli zaś, polożywszy bc na BC, ra- 
mie ac wezmie takie położenie, iak CD, lub 
iak CE; kąt bea iest w pićrwszym przypadku 
fnnieyszy , w drugim większy od kąta BCA, cho- 
siażby ramiona bc, ac były równe ramionom ' 
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BC, AC. Wielkość zatém kata nie zależy od 
długości ramion, lecz od ich roztwartości, czyli, 
co na iedno wychodzi, od położenia względem 
siebie dwóch liniy przecięciem swoićm kąt two- 
rzących. 

13. Gdy liniia DC fig.5. takie ma wzgle- 
dem linii AB położenie, że znią tworzy dwa ką- 
ty AGD, BCD między soba równe; kąty te zo- 
wią sie proste, recti, a liniia DC iest prosto- 
praia, perpendicularis, do linii AD. Wszel- 
ki kąt mnieyszy od prostego , iak iest mp. fig. 
6. kat ECB, zowie sie ostry, acutus; wszelki 
kąt większy od prostego, iak iest zp. kat ACE, 
zowie się roztwarty, obtusus. 

14. Katy tak ostre iako też i roztwarte 
. mogą się bardzićy lub mnićy przybliżać do pro- 
stego ; przeto też tak ostre iako i roztwarte, co 
do wielkości swoiéy , są miedzy sobą rozmaite. 
Lecz kąty proste wszystkie sobie są równe, i mo- 
ga do siebie przystać. Jakoż /ig.5. położywszy 
cb ramie kata prostego dcb, na CB ramieniu 
‘kata prostego DCB, gdyby ramie cd nie poszło, 
po ramienin CD, padłoby albo z prawóy strony 

inii CD, np. naliniią CE ; albo z lewóy strony 
teyże linii CD, rp. na liniiąCF; i ke dcb w pićr- 
wszym przypadku byłby równy kątowi ECB, 
który iest ostry, iako mnieyszy od prostego DCB, 
w drugim przypadku kąt cù byłby równy ką- 
towi FCB, który iest roztwarty, iako wiekszy od 
prostego DCB. A że kąt deb nie iest ani ostry, 
ani roztwarty; więc i ramie cd nie póydzie ani 


po linii CE, ani po linii CF, lecz po linii CD; 
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a zatóm bedzie kat prosty dch równy prostemu 
DCB. ; 

15. Gdy liniia CE, fig.6. zliniią AB two- 
rzy dwa katy nie równe, ieden ECB ostry, czyli 
mnieyszy od prostego DCB, drugi ACE roztwar- 
ty, czyli większy od prostego ACD; summa tych 
dwóch kątów ECB, AGE przy sobie leżących , 
zwanych inaczćy przyległemi, adjacentes , ró- 
wna się dwom katom prostym. Jakoż kąt ostry 
ECB od prostego DCB mnieyszy iest kątem DCE; 
kąt zaś roztwarty ACE od drugiego prostego ACD 
większy iest tymże samym katem DCE: więc o- 
badwa kąty przyległe ECB, ACE, równe są;dwom 
kątom prostym DCB i ACD. Czyli 

kąt FÓB = DCB — DCE. 

kat ACE = AGD -+ DGE. Dodawszy do 
siebie strony tych dwóch równań , będzie 

ECB-+-ACE—=DCB+-ACD—DCE+-DCE; 
czyli EOB-|-ACE—=DCB-EACD. to iest : Sum- 
ma dwóch kątów przyległych ECB i ACE, ró- 
wna się dwom kątom prostym DCB i ACD. 

16. Stąd wypadaią nastepuiace wnioski : 
ród że kiedy ieden z dwóch kątów przyległych 
iest prosty , drugi także prosty być powinien ; 
gdyź obadwa czynia dwa bay proste ; 

are Ze wszystkie kąty, fig.7. ACE, ECD, 
DCF, FCB, leżace z jednóy strony linii AB, i 
maiące > spó wierzchołek C, ważą dwa kąty 
proste : bo wystawiwszy sobie, że z punktu G 
iest wyprowadzona CM prostopadła do AB, sum- 
ma tych wszystkich katów równa się widocznie 
dwom katom prostym ACM, BCM. 
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5cie Że gdy się dwie liniie proste, /7g.8. 
AB, DE przecinaia w punkcie C, summa cztó- 
rech katów ACD, DCB, BCE, ECA, równa się 
cztórem katom prostym: gdyż katy AGD i DCB 
iako przyległe , ważą dwa katy proste , i kąty 
ACE i ECB dla tćyże przyczyny ważą dwa ką 
ty proste ; i 

4te Że przez punkt C, fig. 9. poprowadzi- 
wszy iakąkolwiek liczbe liniy prostych AC, BC, 
DC, EC, FC ; summa wszystkich katów ACB, 
BCD, DCE, ECF, FCA, maiacych spólny wierz- ` 
chołek w punkcie C, równa sie czterem kątom 
prostym: gdyż przedłużywszy którakolwiek li- » 
niia zp. DG do H, summa katów HCA, ACB, - 
BCD, równa się dwom katom prostym, i summa 
katów HCF, FCE, ECD równa sie także dwom `: 
katom prostym, podług wniósku drugiego. 
17. Uważać tu potrzeba, że kiedy dwa ką- - 

ty przyległe, /ig. 6. ACE, ECB ważą dwa kąty 

por , dwa ich ramiona AC i BC są w jednéy 
inii; to iest, AC ramie kata ACE, iest przedłu- 
żeniem CB ramienia kąta EOB. Kąty np: fig. 7. 
ACD i DCF nie ważą dwóch katów prostych , 
chociaż leżą przy sobie „i maia spólny wierzcho- 
łek C: bo ramiona ich AC i CF nie są w jednéy 
linii. 


18. Gdy dwie liniie proste, fig. 8. AC, DC 
przecinaiące się w punkcieC przedłużone będa, 
pierwsza doB, druga do E; dwa katy ACD,BGE , 
maiące spólny wierzchołek C zowia sie kątami 
w wierzchołku przeciwległemi , ad verticem. 


oppositi. Kąty ACE, DCB są także w wierz- 
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chołku przeciwległe, gdyż obadwa maią spólny 
wierzchołek U, a ramiona iednego z nich rp. 
kąta ACE , są przedłużeniem ramion drugiego 
kąta DCB. Kąty, /ig. 9. ACB, FCE, lubo maią 
spólny wierzchołek G, nie są iednak w wierz- 
chołku przeciwlegle : gdyż ramiona iednego z 
nich nie są przediużeniem ramion drugiego. 

19. Katy AGD,BCE, fig. 8. w wierzchoł= 
ku przeciwległe, są sobie równe. Jakoż suni- 
ma dwóch kątów przyległych ACD i ACE, ró+ 
wna się dwom katom prostym; podobnież sum- 
ma dwóch katów przyległych BCE i ACE równa 
sie dwom katom prostym, Więc odiawszy od 
obudwu summ spólny kąt ACE, zostanie kąt 
ACD, równy katowi BCE. Czyli 
kąty AGD + ACErównesa dwomkąatom proftym; 
kąty BCE +- ACErównesą dwom katom pros:(15) 
wiecAGD+-ACE—=BCE +- ACE. 

W tóm równaniu odiawszy po obu stronach 

" kąt ACE, zostanie kąt ACD = BCE. 
| 20. Stad wypada ród że przedłużywszy 
liniią DC, fig. 10, która z liniia AB czyni dwa 
kąty ACD i BCD proste , przedłużenie ićy CE 
utworzy z drugićy strony linii AB dwa kąty ACE, 
BCE proste : gdyż katy te sa wierzchołkiem prze- 

ciwległe katom DCB, ACD prostym; 
` are Ze kiedy liniia DE iest prostopadła 
do AB, wzaiemnie też i liniia AB iest prostopa- 
dła do DE: bo że liniia DE iest prostopadła do 
AB, idzie zatóm, iż kąt ACD iest równy katowi 
przyległemu BCD, i że obadwa te katy sa pro- 
ste (13).  Leca żę kąt BCD iest prosty, idzie za 
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tém że i kąt ACE przeciwległy wierżchołkiem 
iest prosty; więc kat ACE— ACD, a tém samém 
linija AB iest prostopadła do linii DE. 

21. Mieysce trzema liniiami prostemi o- 
kreślone zowie się ¿róykątem , triangulum. 1 
tak, fig. 11. AGB iest tróykąt: liniie AB,AC,BG 
przecięciem swoićm tworzące tróykąt, zwać bę- 
dziemy bokami, latera. Boki te są oraz ramio- 
nami trzech kątów A, B, C. W tróykacie za- 
tém, oprócz powierzchni , sześć rzeczy uważać 
należy : trzy boki i trzy katy. 

22, Summa dwóch którychkolwiek boków 
wóykąta, rp. summa dwóch boków AC i BC, 
wieksza iest od boku trzeciego AB: gdyż liniia 
prosta AB iest naykrótsza droga od punktu A 
do B (5), a tćnpsamóm krótsza iest od ACB linii 
złamanćy z punktu A do B poprowadzonćy. Dla 
téyże przyczyny summa dwóch innych których- 
kolwiek boków większa iest od boku trzeciego. 

23. Wziąwszy wewnątrz tróykąta ACB, 
fig. 12. punkt od upodobania D, i do dwóch 
końców któregokolwiek boku, zp. AB prowa- 
qziwszy liniie proste AD , BD; będzie summa 
dwóch innych boków AC,BO wieksza od dwóch 
liniy AD, BD. Własność ta iest wnioskiem te- 
go, cośmy powiedzieli wyżćy, (5). Lecz można 
ią także okazać sposobem nasteępuiącym: 

Przedłażywszy liniią AD aż do przecięcia 
się z bokiem CB w punkcie F, będzie w tróy- 
kącie ACF summa dwóch boków AC i CF wię- 
ksza od boku trzeciego AF; czyli wieksza od li- 
nii AD i DF: gdyż bok AF składa sie z dwóch 
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tych liniy AP i i DF. Podobnież wtróykącieBDF 
summa dwóch boków BF i DF większa iest od 
boku trzeciego BD; czyli, dla krótkości w yje 
maczeniu się używaiąc skróconych znaków, 
tróykącie ACF iest ACH- CF> AF; czyli 
AC-- CF> AD -+ DF. Po- 
dobnież w troykącie BDF, iest BF -+ DF œ BD. 

W ostatnich dwóch wyrażeniach dodawszy i 
strony odpowiadaiące sobie , będzie 
AC- CF 4- BF + DF > AD +- DF -|-BD; czyli 
AC+0B+- DF > AD-- DF 1- BD: gdyż CF+- 
BF—=CB. Odiawszy po obudwu stronach DF, 
zostanie AC -|- (B> AD +-BD. to iest, summa 
dwóch boków AC i CB większa od dwoch liniy 
AD i BD. * 

24. Twierdzenie. Dwa tróykąży mogą 
przystać do siebie, a tém samém są sobie ró- 
wne, gdy dwa boki i kąt między niemi zawar- 
ty w jednym, równe są dwom bokom i kątowe 
między niemi zawartemu w drugim tróy- 
kącie. 

Dowodzenie. Niech beda dwa tróykaty, 
fig. 13. ABC, abe w których bok AC ac, bok 
BC—żc,i kat C zawarty między 'ten bokami 
AC, BC równy kątowi c zawartemu między bo- `’ 
kami ac, bc; mamy okazać, że bok AB—= aż, 
kąt A=a, kąt B—=b, to iest, że dwa te tróy- 
kąty przystaną do siebie. 

Jakoż wystawmy sobie, że tróykąt abe iest 
z o 2 swego oderwany i położony na e 

s O ABC tak, aby punkt c padł na punkt Ć 
ok ac poszedł po boku AĆ: w tąkióm poło- 
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żeniu punkt a padnie na punkt A: gdyż bok ac 
—=AC z założenia; bok bc póydzie po boku BC:' 
dyż kat c= C (12): punkt b padnie na punkt 
B: gdyż bok bc=BC. A gdy punkt a padł na 
Ai punkt 5 padł na B; więc i bok ab przystanie 
sdo boku AB: gdyż przez dwa punkta A i B ie- 
dna tylko liniia prosta przechodzić moze (6); a 
zatóm i kąty 2,0, przystaną do kątów A ,B, (12) 
i cały tróykąt abc przystanie do troykąta ABC. 
25. Uważać tu potrzeba , że boki równe 
we dwóch tróykątach leża na przeciwko ró- 
wnych katów; i odwrotnie kąty równe leżą na 
przeciwko równych boków. I tak bok aż ró- 
wny bckowi AB, leży na przeciwko kąta c ró- 
wnego kątowi C; kąt b równy kątowi B leży 
na przeciwko boku ac równego bokowi AC itd. 
26. Twierdzenie. Dwa tróykąty mogą 
do siebie przystać, gdy dwa kąty i bok przy 
nich leżący w jednym „równie są dwom katom 
i bokowi przy nich leżącemu w drugim tróy- 
kącie. 

' Dowodzenie. Niech będą dwa tróykąty, 
fig. 13. ABC, abc, w których kąt A= a, kąt B 
=, bi bok AB = ab : mamy dowieśdź że, bok 
AC = ac, bok BC—= bc, i kąt C=o, czyli, że 
dwa te tróykaty przystaną do siebie. i 

` Wystawmy sobie, że tróykąt abc iest po- 
łożony na tróykącie ABC tak, aby punkt æ padł 
naA, i,bok ab poszedł po boku AB; ponie- 
waż dwa te boki sa równe z założenia, więc 
punkt å padnie na punkt B: a że kata = A; 
więc bok ag poydzie po boku AC (12), a tém 
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samem punkt c pe na którykolwiek punkt 
linii AC. Podobnież dla równości kątów b i 
B, bok bc poydzie po boku BC , atóm samém 
punkt c padnie na którykolwiek punkt linii BC. 
A zatćm punkt c, który musi się znaydować ra= 
zem na dwóch liniiach AG i BC, padnie na 
spólne ich przecięcie ©: więc tróykąt abc przy- 
stanie do tróykata ABC. 

27. Twierdzenie. Jeżeli we dwóch tróy- 
kątach dwa boki iednego, są równe dwom 
bokom drugiego tróykąta, a kąty między te= 
mi bokami nie są równe; ten z boków prze» 
ciwnych tym nierównym katom iest większy, 
który leży naoraabiwka większego kąta; i od- 
wrotnie , ten z dwóch kątów zawartych mie- 
dzy równemi bokami we dwóch tróykątach 
iest większy, który leży naprzeciwko większe» 
go boku. 

Dowodzenie. Niech bedą dwa tróykaty 
fig. 14. ABC, abc, w których bok AB= ab , bok 
BC=bc, a kąt B zawarty miedzy dwoma pier- 
wszemi większy iest od kąta b zawartego mie- 
dzy dwoma drugiemi bokami: trzeba dowieśdź, 
że bok AC przeciwny katowi B w tróykącie ABC, 
większy iest od boku ac przeciwnego kątowi 6 
w tróykacie abc. | 

Położywszy tróykąt abc na tróykócie ABG 
tak , aby bok aġ przystał do boku AB, boki ac, 
be wezmą albo takie położenie, iak na figurzę 
re liczbą r, gdzie punkt c znayduie się na bo- 

u AC; albo takie iak na fig. 2, gdzie punkt e 
anayduie się wewnątrz wóykąta ABC; albo na> 
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koniec takie, iak na fig. 3, gdzie punkt c znay« 
duie się za tróykątem ABC. 

W 1wszym przypadku bok AC widocznie 
iest większy od Ac, iako całość od swoićy czę- 
ści: aże Acz ac z wykrćślenia, wiec bok AC 
większy iest także od ac. 

W 2gim przypadku fig. a AC- BC> Ac 
-} Bc; (23) czyli AC+BO> Ace 
-|BC: gdyż podług założenia bok Bc—=bc==BC. 

Odiąwszy po obudwustronachBQ, zostanie 
AC> Ac. jAże Ac—zac, z wykreślenia, będzie 
więc AC>ac, to iest, bok AC większy iest od 
boku ac. | 

W 3cim przypadku, fig.3 w tróykącie AcD 

AD --Dc> Ac(22). Podobnież wtróykącie BDG 
DC--DB> BC. Dodawszy strony odpowiada- 
iące sobie, będzie AD -+ DC--Dc-+- DB> Ac 
--BC; czyli AC-- Bc> Ac+-BC. (gdyż na fi- 
gurze AD--DC—=AGC, Dc +- DB—=Bc) czyli 
AC--BC> Ac+-BC (gdyż Bc—=bc—=BC z za-. 
łożenia). Odiawszy BO po obu stronach, bę- 
dzie AG>Ac; czyli AC> ac: gdyż Ac—ac 
zawykreślenia. 

. Odwrotnie. Jeżeli boki fig. 14 AB, BC, 
równe są bokom ab, bc, a bok AC większy iest 
od boku ac; bedzie kat B przeciwny większemu 
bokowi AC, większy od kąta b przeciwnego 
mnieyszemu bokowi ac: gdyż położywszy tróy- 
kąt abc na tróykącie ABC, iak w Iwszéy części 
tego twierdzenia , w każdym z trzech przypad- 
ków kat ABc czyli kat », iest częścia kata ABC ;, 
czyli kąta B; å tém samém kat B >b. ` 

28. 
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'28. Twierdzenie. Dwa tróykąty mogą 
do siebie przystać, gdy trzy boki iednego ,ró- 
wne są trzem bokom drugiego tróykąta. ` 

: Dowodzenie. Niech będa dwa tróykąty 
fg. 15 ABC, abc, w których bok AB= ab, bok 
ACzzac, bok BO==bc;'trzeba dowieśdź że kat 
A= a, kąt B=b, ikat Cc, czyli że dwa te 
tróykąty przystaną do siehie. ©... , 

| Gdyby zp, kąt b nie był równy katowiB, te- 

dy byłby od niego albo większy albo mnieyszy. 
W pierwszym przypadku, ponieważ boki ab, be 
tróykąta abe równe są podług założenia, bo- 
kom AB, BC tróykata ABC, bok ac, przeciwny 
większemu katowi b, byłby wiekszy od boku 
AC przeciwnego mnieyszemu katowi B, podług 
twierdzenia poprzedzającego; co być nie może: 
gdyż podlug założenia bok ac=AC. 

" W drugim przypadku, gdyby kąt b byt 
mnieyszy od kata B; bok AC przeciwny kątowi 
B większemu, byłby większy od boku ac prze- 
ciwnego kątowi b mnieyszemu (27); co być nie 
może; gdyż, podług założenia , bok, AC = ac: 
Kiedy więc kat 5 nie może być ani większy, 
ani mnieyszy, od kąta B, musi być mu równy. ` 
Dwa zatćm tróykąaty ABC, abc, w których dwa 
boki AB, BC i kąt B między niemi zawarty wje- 
dnym, równe są bokom ab, be i kątowi b mię- 
dzy niemi zawartemu w drugim tróykącie, przy- 
staną do siebie (24 ). | 

_2g. Twierd. W trdykącie maiącym dwa 
` boki równe, kąty przeciwne bokom równym 
" sa równe, Ą i 


a 
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` Dowod. Niech bedzie tróykat fig. 15. ABC 
w którym bok ACbC; trzeba dowieśdź, że 
kąt B&A; ; 

Podzieliwszy trzeci bok AC na dwie równe 
cześci w punkcie D, i poprowadziwszy liniia CD; 
w dwóch tróykątach ACD, BCD, bok AC pićr- 
wszego, równy iest bokowi BG drugiego tróy- 
kąta, podług założenia; bok AD pićrwszego , 
równy iest bokowi BD drugiego tróykata podług 
wykreślenia ; bok CD iest dla obudwu tróyką- 
tów spólny: a zatóm dwa te tróykaty przysianą - 
do siebie (28); a w sczególności, kat A przysta= | 
nie do kata B; wiec dwa te katy są równe. 

50. Stąd wypada, że w tróykącie AGB, 
fig. 16 maiącym wszystkie trzy boki między so- 
ba równe, wszystkie też trzy katy są miedzy so- 
ba równe: gdyż kat A równy iest kątowi B, dla 
równości boków AC, BG; a że też boki AB i AG 
są równe, wiec kąt B równy iest katowi O. 

51. Tróykat maiący trzy boki równe zo- 
wie sie równoboczny, equilaterum:; twóykąt má- 
iacy dwa boki równe, zowie się równoramien- 
ny; cequicrurum alko isoscele; tróykąt maiący 
trzy boki nierówne, zowie się różnoboczny , 
scalenum. 

W tróykącie równoramiennym ACB fig. 15 
trzeci bok AB zowie się zwyczaynić podstawą, 
basis, a kat C przeciwny podstawie nazywa się 
wierzchołkiem tróykata , vertex. W innych 
tróykatach którykolwiek bok można wziąć za 
podstawę, a kąt mu przeciwny za wićrzchołek. 


"2 
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4 Powyższe zatóm twierdzenie (29) możnaby 
i tak wysłowić : w tróykącie równoramiennyim 
kąty przy podstawie są równe. 

52. Twierd. Z7 tróykącie maiącym dwa 
kąty równe, boki pórchene kątom równym są 
równe. 

Dowod. Niech bedzie tróykat ABC, fig. 
17. w którym kat A=B; trzeba dowieśdź , że. 
bok BC—=AQC, czyli że tróykat ten iest równo-- 
ramienny. 

Na okazanie tego, podzielmy bok trzeci 
AB w punkcie F na dwie równe cześci, i popro- 
wadziwszy liniią CF , przedłużmy ia do D tak, 
aby były DF = CF; poprowadziwszý potém li- 
niia AD i BD; w dw róch tr óykatach AFC, BED, 
bok AF—=BF zwykreślenia; bok CF= DF zwy- 
kreślenia; i kąt AFC=BFD (19); więc dwa te 
tróykąty przystana do siebie (24): a w sczegól- 
ności bok AC=BD,i kąt FAC—=FBD. A że 
kąt FAC = FBC z założenia. więc i kąt FBD 
—FBQO. Podobnymże sposobem -dowiedziemy 
przez przystanie do siebie dwóch tróykatów 
CFB, AFD; że kąt FAD—=FAC. Więc dwa 
tróykaty ACB, ADB maiące bok AB spólny , i 
kąty przy nim leżące przy -AiB równe, przysta- 
ną do siebie (26); a w sczególności bok BC=+ 
BD: aże bok BD = AC podług dowiedzenia, 
więc i BC = AC. 

53. Stad wypada, że ieżeli w tróykącie 
wszystkie trzy katy są równe, będą też i wszy- 
skis trzy boki równe. 


ii ł 
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'34. Twierd. ZZ” tróykącie roźnobocznym 
bok większy, przeciwny iest większemu ktuto- 
wi pz odwrotnie kąt większy , PRACOAŁ iest 
| większemu bokowis 

Dowod. 1ód Niech bedzie wóykať, fig. 
18. ABC, w którym kąt CAB iest wiekszy od ka- 


ta B: Basha dowieśdź , że bok BO przeciwny, 


większemu katowi CAB, iest wiekszy od boku 
AC przeciwnego mnieyszemu katowi B. 

Z punktu A poprowadżiwszy liniiąa AD tak, 
aby kat DAB był równy kątowi B, w tróykacię 
równoramiennym: DAB iest "bok AD—= DB (52). 
"W. tróykącie AGD iest CD -+ AD > AC (22); 
czyli CD + DB> AC: gdyż AD—DB; czyli CB 
> AC; to iest: bok. GD przeciwny więkizetiu 
katówi CAB iest większy od boku AC przeciw- 
nego mnieyszemu kątowi B. 

are W tróykącie ABC, w którym bokBC> 
AC, bedzie kat CAB przeciwny większemu bo- 
kowi BC, większy od kątaB przeciwnego mniey- 
szemu bokówi AC. 

Jakoż gdyby kąt CABnie był większy od ka- 
Mta B, byłby albo równy katowi B; albo od niego 


mnieyszy. Gdyby kat CAB był równy kątowi By. 


bok BC byłby równy bokowi AC (52); co sie 
sprzeciwia założeniu. Gdyby katCABbył mniey- 
szy od kata B, bok BC przeciwny katowi CAB 
mnieyszęmu, by łby mnieyszy od boku AC przeci- 
wnego katowi większemu, podług pićrwszćy czę- 
ści ninieyszego twierdzenia; co się także sprze- 
„ ciwia założeniu.- Kiedy zatćm kąt CABnie możę 
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Pa ani wóz krój B, ani od niego mniey- 
ay PN, we wiec być òd niego większy. - 


ò Dla dowiedzenia ostatnich trzech twier- 


Pa, trzeba było bok AB; fig. 151 17 dzielić 


na dwie równe części, i wykręślic kat DAB, fig. 
18 równy kątowi B. Ułótwią to nastepuiące za- 
ok, : 
Zagadnienie. 1: Maiąc dane dwa punkta 
A i B dig. 19, znaleźć punkt trzeci ,Gtóryby od 
| BEMA był w jednakowóy odległości. 
Rozwiązanie, Z punktu A, promieniem 
iakimkolwiek , byle wiekszym niż iest połowa 
odległości. dwóch danych punktów, nakreślmy 
łuk DE, a z punktu B tymże samym promieniem 


makreślmy łuk FG, który ^z łukiem pierwszym 


przecina się w punkcie € puki C iest punktem 
szukanym. 

Uwaga. Uważać tu potrzeba, iż promień 
którym kreślimy dwa łuki przecinające się, po- 
winien być większy, niż iest połowa odległości 
dwóch punktów danych: gdyż inaczćy dwa łu- 
ki wykreślone przeciąć tby się z sobą nie mogły, 
iak są np. łuki de i /$. 

36. Zagad. 2. Daną liniią prostą AB, 


fis: 20 podzielić na dwie równe czesci, 


“Rożwiąz.  Znaydźmy, podług poprzedza- . 


iącego zagadnienia , punkt C będący w jedna- 
kowćy odległości od obudwu końców danćy 


linii AB; podobnież z drugićy strony linii AB. 


ziaydźm) punkt D bedący w iednakowóy odle- 
głości. od tychże końców. Punkt C złączmy z 


punktem D: liniia prostą GD, która daną liniią. | 
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AB podzieli w punkcie F na dwie cześci równe. 
Jakoż poprowadziwszy liniie proste AG, CB, 
BD, DA,|dwa tróykąty CAD, CBD, w których 
bok AC = GB (55) bok AD = BD, a bok GD 
spólny, przystaną do siebie(28), a w sczególno- 
ści kąty przy © sa równe. Dwa zatóm tróykąty 
ACF, BCF, w których bok AG—=BC, bok CF 
spólny i kąty przy © równe, przystaną do sie- 
bie (24), a w sczególności AF = BF. Wiec 
liniia AB w punkcie F podzielona iest na dwie 
części równe. 

57. Tym samym sposobem możnaby liniią 
AF i BF podzielić na dwie równe części, a tém 
samém liniia AB byłaby podzielona na części ró- 
wnych 4. Możnaby potóm każdą czwartą część 
linii AB podzielić tymże sposobem na dwie ró-. 
wne części, a zatém liniia AB byłaby podzielo- 
na na części równych 8 it.d. Lecz sposób ten 
. nie iest dostateczny do podzielenia linii danćy 
na częśći równych 3,5,6 it.d. Podamy nato 
- sposób niżćy. 

58. Zagad. 3. Maiąc dane dwie liniie 
proste, znaleźć ich spólną miarę. 

Rozwiąz. Niech będą dwie liniie AB i CD 
fig. 21: mnieyszą CD przenieśmy na większą ty- 
le razy , ile można: daymy nato, że liniia CD 
mieści się w linii AB, trzy razy, poczawszy od A 
do E, i że zostanie cześć EB; bedzie wiec 

"AB = 3CD +- EB. 

Niech znowu linija EB przeniesiona na li- 
niią CD mieści się w nićy cztery razy począwszy 
ed C dọ F, i zostaie część FD; będzie wiee 
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Podobnież FD przeniesiona na EB, mieści 
sie w nićy raz od E do G, i zostaie cześć BG; 
będzie więc EB = FD +- BG. 

Nakoniec BG przeniesiona na FD, mieści 
się w nićy trzy razy zupełnie : bedzie wiec 

FD—=3BG. A zatćm 

EB = FD + BG = 3BG + BG = 4BG. 

CD=4 EB -- FI =16BG +-35BG—=1gBG. 

AB=3 CD -+ EB—=57BG +4 BG==61 BG. 
Toiest, liniia BG iest spólną miara dwóch liniy 
AB i CD: w pierwszćy bówiem mieścifrazy 61, 
w drugićy razy 19; i dwie te liniie AB, CD są 
do siebie iak dwie liczby 61 i 19. 

Uwaga. Sposób ten szukania spólnéy mia- 
ry dwóch liniy danych, zupełnie iest podobny 
do tego, który podaie Arytmetyka, gdy idzie o 
znalezienie spólnego dzielnika dwóch liczb da- 
nych , ztą tylko różnicą , że dwóch iakichkol- 
wiek liczb ieżeli nie inna iaka liczba , to przy- 
naymnićy iedność iest spólńym dzielnikiem, czy- 
li spólną miarą ; w szukaniu zaś spólnćy miary 
dwóch liniy danych trafić się częstokroć może, 
iż sie nigdy nie doydzie do takićy cześci pozo- 
stałey , któraby się w poprzedzaiącćy zupełnie 
mieściła , choćby działanie to naydalćy posu- 
nięte było. Na'ten czas dwie dane liniie nie 
maia spólnćy miary. Liniie takie i wszystkie 
ilości nie maiące spólnćy miary, nazywaią się 
niespółmierne, incommensurabiles 

59 Zagad. 4. Narysować tróykąt ró- 
wny danemu tróykątowi ABC fig.15. P 


, http://rcin‘org.pl 


ra 


7 


„a 


4 


4 


24 Jeometryi 


Rozwiąz. Poprowadziwszy liniią ab —AB, 
zpuńktu a promieniem równym bokowi AC, 
kreślę łuk; z panktu b, promieniem równym bo- 
kowi BC, kreślę łuk drugi, z pierwszym w pun- 
kcie c przecinaiący sie; punkt c łączę z pun- 
ktem a i b, liniiami prostemi ac, bc, tróykąt 
abe iest szukany; gdyż dwa te tróykaty mogą. 
do siebie przystać (28).- - 

40. Zagad. 5. Mariac dany kąt A fig. 
29; wykreślić kąt drugi równy danemu, któ- 
regoby wierzchotkiem był punkt a na daney . 
linii ab. doń i w 

Rożwiąz. Na ramionach danego kata A, 
biorę dwa punkta ©, D' od upodobania, i łącze 
ie liniia prostą CD. Na linii ab, wziąwszy ad 
==AD, z punkta æ promieniem równym linii AC, 
kreśle łuk; z punktu d promieniem równym li- 
nii. CD kreśle drugi łuk z pićrwszym w puńkcie 
c przecinaiący się ; punkt przecięcia c łączę z 
punktem a liniią ac; kąt cab iest szukany: gdyż - 
poprowadziwszy liniia prostą cd, dwa tróykąty 
- cad; CAD przystaną do siebie (28), a w scze-, 

gólności kąt a=A. | 
41. Zagad. 6. Maiąc dane dwie liniie 
proste na dwa boki tróykąta , i kąt maiący 
być między temi bokami zawarty, narysować 
tróykąt. i 
Rozwiąz.  Nakreśliwszy kat równy dane- 
„mu, maiący za ramiona dwie dane liniie, kor- 
ce tych ramion złączywszy liniią prostą; będzie 
tróykat szukany (24). | j 
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42. Zagad. m ` Maiąc dańą linfią proś 
sta i dwa katy, wyrysować tr óykął, w którym- 
by dwa katy i bok im przy legły były równe 
“dwom danym katom i danéy linii. - 
Rozwiąz. Poprowadzić liniia równa da- 


U 


nućy, i przy obudwu iey końcąch wykróślić dwa 


kąty równe danym , i maiące za ramie spólne 
liniią dana ; drugie dwa ramiona tych katów 
przedłużywszy, póki się z sobą nie przetną; bė- 
dzie tróykąt szukany (26). X 

45: Zagad. 8. Maiąc dane trzy liniie 
na trzy boki tróykąta, narysować tróykąt. 

Rozwiąz. _ Poprowadziwszy liniia równą 
któróykolwiek ztrzech liniy danych, i | wykre- 
śliwszy na nićy tróykąt, daiąc mu dwa drugie 
boki równe dwom pozostałym liniiom danym, 
będzie tróykat szukany (28). 

Uwaga. Ponieważ w wóykącie summa 
dwóch boków iest większa od trzeciego, (22) 
zagadnienie to w ten czas tylko może być roz- 


« wiązane , kiedy każda z danych liniy s aota 


iest od dwóch innych razem wziętych. 

44. Zagad, q. Wykreślić tróykąt ró- 
wnoramienny ,maiąc daną liniią na podsta- 
wę i kat maiący być przy” nicy; atbo też maiąc 
dany kąt przy wierzchołku i iedno ramie. 

Rozwiąz. ' W pićrwszym przypadku 
_prowadziwszy liniia równą danćy i przy. obudwu 
ićy końcach nakreśliwszy dwa kąty równe mie- 
dzy sobą i kątowi danemu; ramiona tych kątów 
przedłażam p póki się z sobą nie zeydą: będę miał 
i Aróykąt szukany (52). 
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w PUA przypadku, nakreśliwszy kąt ró- 
wny danemu, daiąc mu za ramiona liniie rówue 
ramieniu danemu; konce tych liniy złączywszy 
liniią prosta, będzie tróykat szukany (29). l 

45. Żagad. 10. Na daney linii wysta- 
wić tróykąt równoboczny. 

Rozwiąz. Na danćy linii wykreśliwszy tróy- 
kąt, daiąc mu dwa inne boki równe linii danćy, 
tróykat ten bedzie szukany. 

46. Zagad. ır. Dany kąt A fig. 22 po- ` 
dzielić na dwie równe części. 

Rozwiąz. Na ramionach kata danego wzią- 
wszy AF= ÁE, à z punktów F, E jakimkolwiek 
promieniem nakreśliwszy dwa łuki w punkcie 
B przecinaiące sie, prowadzę liniia AB; liniia ta 
podzieli kąt A;na dwię równe części: gdyż po- 
prow adziwszy liniie BF, BE, dwa tróykaty ABF, 
ABE maia bok AB spòlny; bok ĄF=AE i bok 
BF—=BE z wykreślenia: więc dwa te tróykąty 
przystaną do siebie (28); a w sczególności kąt 
BAF=ZBAF 

A zatóm dany kat można podzielić na czę- 
ści równych 4, 8, 16 it.d. dzieląc każdą polo- 
łowę na dwie równe części. 


ROZDZIAŁ IIL 


o Liniiach prostopadłych , pochyłych i równe 
odl, egły ch. 


47. Twierd. Ze wszystkich liniy prostych, 
fig: 26. które z punkiu  waietego za liniią AB 
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do téy linii poprowadzić można, naykrótsza iest 

` prostopadła CD; inne zaś liniie CA, CF, CB i 
tym podobne, które zwać będziemy pochytemi, 
obliquæ, tém są dłuższe, im się bardzićy odda- 
laią od punktu D, w którym prostopadła prze- 
cina sie z liniia AB, i który zwać bedziemy spod- 
kiem prostopadłćy; i te tylko miedzy pochyłe- 
mi są sobie równe, które są równie od spodku 
prostopadłćy oddalone. 

Dowod. ród Przedłażywszy CD do E tak, 
aby było ED—=CD, i poprowadziwszy liniią FE; 
w dwóch tróykatach CDF, EDF bok CD—=ED 
z wykreślenia, bok FD spólny , katy przy D mię- 
dzy temi bokami zawarte równe iako proste,(14) 
więc dwa te tróykaty przystaną do siebie podług 
twierdzenia 1wszego o przystawaniu tróykatów 
(24), a w sczególności bok FE=FOU. W tróy- 
kacie CFE iest 

CF +- FE> CE (22); czyli 

CF +- FE> CD -+ ED, czyli 

CF -- CEŚ CD + CD. (gdyż FE—CF zdo- 
wiedzenia , ED—=CD z wykreślenia). Czyli 

20F > 20D: wiec | 

CF >> GD: to iest, iakakolwiek pochyła 
CF większa iest od prostopadłćy CD, a tém sa- 
mém prostopadła iest naykrótsza. 

2re Wziawszy AD > FD, będzie pochyła AG 
bardzićy od spodku prostopadłćy oddalona wie- 
ksza,niżiest pochyła FO. Na okazanie, że pochy- 
ła pićrwsza iest większa od drugićy, poprowadź- 
my liniią AE. Dwa tróykaty CAD, EAD, w któ-- 
rych bok AD iest spólny, bok CD =ED z wy- 
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kreślenia, i Aie przy D Kiedy temi bokami 
zawarte równe iako proste, przystaną « do siebie 
podług twierdzenia pićrwszego o przystawaniu 
tóykątów; a w sczególnośći AC = AE. W 


i iwóykacie CAE iest 


AC-HAE> FC+-FE (23); czyli 
AC LAC> FC+-FO7 gdyż AE=>AG, FE 


z= FC z dowodzenia; czyli 2 AC > 2 FQ: więc 


AC > FC; to iest: pochyla AQ bardzićy od 
spodku D prostopadły CD oddalona , wieksza 


iest od pochyłćy FO mnićy od tegoż spodku od- 


- 


daloney. ` 

5eie  Wziawszy DB==DF,i poprowadzi- 
wszy liniie GB, CF, dwie te pochyłe równie od 
spodku prostopadłcy oddałone p beda równe. 
Jakoż w dwóch tróykatach CDB, CDF bok GD 
iest spólny , bok DB= DF Ż loi mia ; katy 


przy D miedzy temi bok: ai zawarte równe tako 
proste: więc dwa te tróvkaty przystaną do sie- 
bie,a w sczególności CE — OB: to iest, dwie 


pochyłe tównie od spodku prostopadłćy odda- 
lone sa równe. 
j 48: Stąd wypada 10d. Że dwie liniie po- 
chyłe z jednego punktu do linii trzecióy popro- 
wadzone, ieżeli sobie sa równe , nie'moga o- 
biedwie znaydować sie z jednćy strony prosto- 
padłéy CD; lecz iedna z nich musi znaydować 
się ze strony A, druga:ze strony B, w równćy 
WR od spodku prostopadićy. 

"49. 2re Że zpunktu © do linii prostéy 
AB sło można poprowadzić trzech liniy równych 


„między sobą: gdyż dwie z nich musiałyby znay- 
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być nie możć. | . ky. 
| 50. Zcie. Że ze środka D linii AB fig. 24. 


- dować się z jednćy strony prostopadłóy CD; ca 


, wyprowadziwszy prostopadła CD do linii AB, 


każdy punkt wzięty na -tćy. prostopadłćy “np. 
punkt F iest w równćy odlggłości ód obadwu 
końców linii AB : gdyż poprowadziwszy liniie 
pochyłe AR pochyłe te sa'sobie równ 
(47). * Każdy zaś punkt wzięty za tą prostopa- 
dta np. punkt E nie iest w równéy odległości od 
końców A i B linii AB: gdyż poprowadziwszy 
liniie EA, EB, w tróykącie BFE i 

BF--FEC>EB (22) więc 

AF+-FE> EB: gdyż AF—=BF zdowodzćnia; 


czyki AE > EB; to iest, odległość punkiu E od - 


punktu A iest większa, niż od punktu B. 

51. Prostopadła z punktu © do linii AB 
spusczona, iako naykrótsza ze wszystkich liry, 
które z tegoż punktu do linii AB moga być po- 
prowadzone, oznacza prawdziwą odległość pun-- 
„ktu © od linii AB. Przeto też prostopadła zpun- 
ktu iakiego,do danćy linii spusczona, zowie się 
odległością tego punkta od danóy ligi. =~ 

"5a, 'Twierde«. Dwa tróykąty „BC abe, 


Ą fg: 95. w których kąty A i a są proste; (boki 


tym katom przeciwne BC i be równe, i boki 
tymże katom przyległe AC i ac: równe, mo- 
ga przystać do siebie. RY Ło 

- | Dowod. Dwa te tróykaty przystałyby do 


siebie; gdyby bok trzeci ab był równy bokowi - 


„ trzeciemu AB. Daymyż na to, ieżeli być może, 


iż ieden z nich zp: AB'iest większy od ab, i że 


1 
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liniia AF mnieysza od AB, iest równa bokowi 
ab.  Poprowadziwszy liniią CF w dwóch tróy- 
kątach ACF, ach, bok AC = ac z założenia; 
bok AF — ab z przypusczenia ; kąt A= a, bo, 
są obadwa proste: więc dwa te tróykąty przy- 
stałyby do siebie (24), a w sczególności bok GF 
byłby równy bokowi ch; a że podług założenia 
chbz=CB; więc i liniia CF , byłaby równa QB; 
co być nie może: gdyż pochyłe te obiedwie 
znayduią sie z jednćy strony prostopadłćy GA 
(48), a zatóm z dwóch boków ABi ab nie mo- 
że być ieden od drugiego większy : więc boki te 
są sobie równe; atém samóm tróykąty ABC , 
abc przystaną do siebie (28). 

53. Zagad. Z punktu D danego na li- 
nii prostóy AB, fig. 20. wyprowadzić prosto- 
padłą do tey linii. 

Rozwiąz. Wziąwszy DF=DB, i z puń- 
ktu Bi F iakimkolwiek promieniem nakreśli- 
wszy dwa łuki w punkcie © przecinaiące się ý 
punkt C łącze z punktem D liniia prostą CD : 
ta liniia iest szukana : gdyż poprowadziwszy li- 
niie CB i CF, w dwóch tróykątach ODB, CDF 
bok CD idst spólny; bok DB==\F z wykreśle- 
nia ; bok BC=CF, wiec dwa te tróykąty przy- 
staną do siebie (28), a w sczególności kąt CDB 
—0Q0DF': wiec kąty te są proste (15); atóm sa- 
mém linija CD iest prostopadła do linii AB. 

| 54. Zagad. Z punktu C danego za liniią 
AB fig. 27. spuścić prostopadłą do tey linii. 

Rozwiąz. Z punktu C promieniem iakim- 

kolwiek, byłe większym niż iest odległość pun- 
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ktu tego od linii danćy, kreślę łuk przecinaiący 
liniia AB, w punktach B i F; z drugićy strony li- 
nii AB znalazłszy punkt G równie od punktów 
B iF odległy (55), punkt C z punktem G łącze 
liniią prostą CG, która liniią AB przecina w pun- 
kcie D: liniia CD iest szukana: gdyż w tróyka- 
tach CBG, CFG bok CG iest spólny ; bok CB= 
CE, i BG—=FG z wykrćślenia: więc dwa te tróy- 
kąty przystaną do siebie (28), a w sczególności 
katy przy © są równe. - W dwóch tróykąatach 
CDB, CDF, bok QD iest spólny; bok CB=CF, 
i kąty przy © równe; więc dwa te tróykaty przy- 
staną do siebie (24), a w sczególności katy przy 
D sa równe, a tém samém liniia CD iest prosto- 
padła do linii AB (15). ; 

55. Wnioski; Stąd wypada 164, że zpun- 
ktu C danego za liniia AB, nie można spuścić 
wiecćy prostopadłych do tćy linii, tylko iedne 
CD: gdyż liniie pochyłe CB i CF iako sobie ró+ 
wne, powinny być równie oddalone od spodkn 
D prostopadłćy GD (48); a zatóm prostopadła 
do linii AB z punktu € spuszczona powinna prze- 
chodzić przez środek D linii BF: a przez dwa 
punkta C, D iedna tylko liniia prosta przecho- 
dzić może (6). Dla tćyże przyczyny z punktu D „> 
danego ria linii AB nie można wyprowadzić wię- 
céy prostopadłych do tćy linii, tylko iedne CD. 

„56. 2re. Dwa wóykaty ABC, abc, fig. 25. w 
których kąty A i a są proste, boki tym katom 
przeciwne BG i bo równe, i kąty Bi b równe, 
przystaną do siebie: gdyż położywszy tróykąt 
abc na tróykącie ABC tak „aby kąt 6 przystał do 
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| kąta B, i bok ab poszedł po AB, bok be przy- 
stanie do boku GB i punkt è padnie na punkt 
C, gdyż dwa te boki są sobie równe: gdyby bok 
ac nie przystał do boku AC; lecz wziął odmien- 
ne położenie, na tenczas z punktu C, możnaby 
było do linii AB poprowadzić dwie prostopa- 
dle, iednę będącą ramieniem kata prostego A, 
drugą będącą ramieniem kąta prostegola; co 
być nie może (55). | 
57. Zcie Z tego też twierdzenia wypada, że 
_dwie liniie, fig. 28. CH, FL, prostopadłe do trze- . 
cićy linii AB, nigdy się 2 sobą nie zeyda, choć- 
by też naydalćy były przedłużone , tak w góre 
ku z, iako też na dół ku y: bo gdyby sie z sobą 
zeszły, z punktu ich przecięcia sie możnaby by- 
ło spuścić dwie prostopadłe do linii AB; co być 
nie może (55). | , | 
58. Dwie liniie prostelna iedneyże pła- 
sczyznie poprowadzone tak, że się z sobą zeyść 
nie moga, choćby naydalćy były przedłużone , 
zowią sie równoadległe, parallele. A zatóm 
dwie liniie prostopadłe do trzecićy sa`od siebie 
równoodległe: gdyż się. z soba zeyść niemoga, 
choćby naydalćy były przedłużone. | 
_5g. Lecz ieżeli liniia IK z liniia AB two- 
rzykąt AIK mnieyszy od prostego CHB, liniia 
ta IK pochyła.i CH prostopadłą do AB zeydzie 
sie powyżćy linii AB, gdy obiedwie dostate- 
cznie beda przedłużone: ieżeli zaś liniia IL zli- 
niia ABtworży kat AIL większy od prostego CHB, 
dwie te liniie IL pochyła i CH prostopadła do 
AB zeydą się z sobą poniżćy linii AB, eigene- } 
` wie 


- 
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Sade dówatecziia będą przedłużone. Własność 
ta liniy tak iest sama przez się widoczna, że ża- 
dnego dowodzenia nie potrzebuie. - 


6o. Stąd wypada ród, że gdy z dwóch 
liniy iedna iest prostopadła do trzeciéy, a dru- 
ga tworzy -ż trzecią kat ostry. lub roztwarty ; 
dwie piérws sze liniie dostatecznie przedłużone , 
zeydą sie zsobą z jednéy lub drugićy strony 
linii trzecićy. Ś 


61. 2re Żegdy dwie liniię DH, GI są 
prostopadłe, do trzeciéy AB, każda himin iak 
iest np. DG, prostopadła do iednój z nich, iest 
razem i do drugióy prostopadła : “Do gdyby li- 
niia DG prostopadła do DH w punkcie D, nie 
była prostopadła do linii GI w punkcie.G; kat 
G byłby ostry lub roztwarty , à tém samem dwie 
liniie DH, GT, z których piérwsza tworzy z lini- 
ia DG kat prosty, druga zta sama liniią DG 
tworzy kat ostry lub roztwarty , dwie mówie, 
te liniie dostatecznie przedłużone, zeszłyby sie 
z soba; co być nie może: gdyż obiedwie podług 
założenia , są prostopadłe do linii trzecićy AB. 

62. 5cie Że dwie liniić AB, GD;fig. - 29. 
równoodległe od trzecićy EF, są także i mie- 
dzy sobą równoodległe : gdyż poprowadziwszy 
liniia GH prostopadła do EF, liniia AB iako ró- 
wnoległa od EF, będzie także prostopadłą do 
GH;i liniia CD iako równoległa od EF, bedzie 
prostopadłą do GH: a zatćm. dwie liniie. AB, 
CD, prostopadłe do trzecićy GH, sa od siebie 
równoległe a 
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65. 4te. Stąd nakoniec wypada, że gdy 
dwie liniie EH, FG fig. 30. są prostopadłe, pićr- 
wsza do linii AC, druga do linii BC pfzecinaią- 
cćy się z liniia AC w punkcie ©; dwie te prosto- 
padłe EH, FG zeydą się z.sobą, gdy będą do- 
statecznie przedłużone : gdyż * inaczćy ‘byłyby 
od siebie równolegle (58); aże iedna z nich zp. 
FG iest prostopadła do CB, wiec i druga EH by- 
łaby także do CB prostopadła: dwie zatćm lini- 
ie AC, BC z jednego punktu © wyprowadzone 
byłyby do iednćyże linii EH prostopadłe, «co 
być nie może (55). | HR, 

64. 'Dwierd. Gdy dwie liniie fig. 51. 
„AB, CD przecięte od trzecićy EF, tworzą ż 
nią dwa kąty AGF, CHF równe; liniie te 4B 
CD są od siebie równoległe; i odwrotnie. 

Dowod. Podzieliwszy liniia GH w pun- 
kcie I na dwie równe części, i przez punkt I po- 
prowadziwszy liniią KL prostopadłą do AB; w 
dwóch tróykatach LGI, HIR, bok GI=HI z 
wykróśienia; kąty przy I równe (19); kąt KHI 
== CHF, a kat CHF = AGF z założenia; wiec 
i kąt AGF czyli LGI=KHI: a zatém dwa te 
tróykaty przystana do siebie (26), a w sczegól- 
ności kat GLI=HKI: aże kąt GLI iest prosty 
z wykróślenia , więc i kat HKI iest prosty, a tém 
samém liniia CD iest prostopadła do KL; że zaś 
i liniia AB iest prostopadła do KL z wykrćślenia, 
wiec dwie te liniie AB, CD prostopadłe do trze- 
ciéy KL sa równoległe (58). | 

Odwrotnie. Gdy dwie liniie AB, CD od 


_ siebie równoległe przecięte są od trzecićy linii 
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EF; kąty AGF, CHF będa sobie równe. Gdyż 
podzieliwszy liniią GH w punkcie I na dwie ró- 
wne cześci, i przez punkt I poprowadziwszy li- 


czyli AGF-=CHE. 

65. Ponieważ w dalszym ciagu Jeometryi, 
czesto wypada używać liniy równoodległych ; 
dla łatwieyszego tłumaczenia sie , ponadawano 
sczególne nazwiska katom utworzonym przez 
dwie liniie równoodlegie przecięte- od trzęcićy, 
którą zwać będziemy sieczną, secans. 

I tak katy zawarte między równoległemi 
AB, GD fig. 52. i częścią GH siecznćy EF, zo- 
wią się wewnetrzne , interni: iakie sa, AGF, 
CHE, BGF, DHE. 

Katy zawarte między równoległómi i czę- 
ściami EG, HF siecznćy EF, zowią się katy ze- 
wneętrzne, externi, iakie są: AGE, BGE, CHF, 
DHF. 

Katy leżące po iednćy stronie siecznćy ,zo- 
wią się żednostronne, ad eandem partem po- 
siti; i tak kąty AGE, AGF, CHE, CHF z jednćy 
strony siecznćy leżące, są ićednostronne: podo- 
bnież kąty BGE, BGF, DHE, DHF leżące z dru- 
gićy strony siecznóy , są także jednostronne. k 

z* 


f Ñ pi 
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f Dwa katy iednostronne , fak są np. katy 

CHF, AGF, których ramiona rozchodzą się w tę 

same sironę, zowią się katy jednostronne od- 
owiadaiące sobie , „correspondentes. Katy 

AGE, CHE, są także iednostronne A, 
iące sobie : toż mówić dr BGE, DHE, 

o katach DHE, BGF. i 

Dwa katy iednostronnó AGF, CHE, tudzież 
„BGF, DHE, zowią się WTC wewnętrzne, 

Dwa kąty iednostronne AGE, CHF, tńdzież 
BGE; DHF, zowią się iednostronne zewnetrzne. 

Dwa kdły,, których ramiona rozchodzą sie 

w Strony przeciwne, zowią się kąty naprzemiar 
legte wewnętrzne lub zewnetrzne a/terać : i tak 
dwa kąty AGF, DHE, są kąty naprzemian-ległe 
wewnętrzne; toż mówić o dwóch kątach GHE, 
BGF. Dwa $: aty CHF, BGE, są katy naprzemi an- 
ległe zewnetrzne ; toż mówić o kątach AGE, 
DHF. 
, 66. „Stosownie do tych nazwisk powyższe 
twierdzenie takby można wysłowić = gdy dwa 
katy AGF, CHF iednośtr onne odpowiaądaią- 
ce są równe; dwie liniie ABCD są od sie- 
bie równoległe: i odwratnie gdy dwie liniie 
AB, CD są od siebie równoległe; dwa kąty 
AGF, CHF, iednostronne odpowiądaiące st 
sobie FOURA. 

67. Twierd. Gdy dwie Eniie AB, CD, 
od siebie równoodlegie przecięte są wd trze- 
cięy EF, będą 16d, kąty ielnostronne od- 
powiadaiące sobie rówe ; 21 Kąty naprze- 
mianleglłe wewnętrzne równe; Zcie katy na- 
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przemianiegłe zewnętrzne równe; 4te Katy / 
"wewnetrzne iednostr onne równe dwom kąt om 
pr ostym.; 5te katy ZEWNELT. Zne zednostr onne 
równe dwom kątom prostym; 6te gdy która- 
kolwiek ztych pięciu własności test dow iedzio- 
na, można będzie dowiBdz i innych czterech. 
Dowód. Co do 1. Równość kątów iedno- 
stronnych odpowiadaiący ch sobie AGF, CHF, 
* jest okazana wyżćy (64). Po okazaniu zaś ró- 
wności. tych katów, łatwo iest dowićśdź równo- 
ści innych katów iednostronnych odpowiada- 
iących. I tak biorąc np. dwa kąty odpowiada- 
_iące sobie DHF, BGF fig. 52., kąt CHF z kątem 
DHF ważą dy» katy proste , bo sà przyłegłe. 
Kat AGF z katem BGF ważą dwa katy proste, 
dla téyże przyczyny, Wi jec  * 
CHF -|- DHF — AGF + BGF 
w tém równaniu odiawszy z jednćy strony kąt 
CHF, a z drugićy kąt AGF; które sobie są ró- 
wne, zostanie DHF = BGF. 

Podobnież dwa kąty jednostronne odpowi: - 
daiące BGE, DHE sa-równe *gdyż sa przeciw- 
legle w wierzchołku (19) katom AGF, CHF, któ- 

rych równość iest dowiedziona. Dla tć6yże przy- 
czyny i kąty CHE, AGE są sobie równe , iako 
przeciwległe w sie rzzkojka katom DHF , BGF. 
równym z dowiedzónia. 

2re. Katy naprzemiauległe wewnętrzne 

AGF, DHE, sa sobięrówyć : gdyż kąt 
AGF = CHF (56) 
DHE= CHF iako wierzchołkiem przeciwległe : 
więc AGF = DHE. 


via http:/frcin.org.pl" 


> Ce e sig łk 37 a 


4 
58 54 Jeometryi 


Podobńymże sposobem- dowieśdź można 
równości drugich dwóch katów na przemianle- 
głych wewnętrznych CHE i BGF. i 
zcie Kąty na przemianlegie zewnętrzne 
CHF į BGE są równe : 'gdyż kat 
CHF—DHE (19) 
BGE—=DHE iako iednostronne odpowiadające: 
wiec CHF — BGE. 

Tymże „sposobem okazać można równość 
drugich dwóch kątów na przemianległych zę- 
wnętrznych. DHF, AGE: ; 
i 4te: Kąty iednostronne wewnetrzne AGF, 
CHE ważą dwa katy proste : gdyż kąt AGF + 
AGE—= dwoin katom prostym (1! 5), a że kąt 
AGE<=OCHE, iako iednostronne odlowiadzi(G$ 
wiec AGF Ar CHE = dwom -katom prostym. 

Toż mówić odrugich dwóch katach iedno- 
stronnych wewnętrznych BGF, DHE. 


te Katy iednostronne zewnętrzne AGE, 
CHF równe sa dwom katom prostym : gdyż kat 
AGE +- AGF = dwom katom prostym (75). A że 
kąt AGF—=CHF (66) więc 
AGE -CHF — dwom katom prostym. 
Toż mówić o kątach BGE, DHF. 
6te Naostatek, gdy którakolwiek z tych 
pieciu własności iest dowiedziona , można be- 
dzie dowieśdź innych cztórech ,¿ i Kniie AB, CD 
będą równoległe. Bo ieżeli.:p. równość katów: 
iednostronny ch odpowiadaiących sobie iest do- 
; wiedziona, liniie AB, CD są równoległe; iako- 
śmy to iuż okdżali wyżćy. 
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s Jeżeli katy naprzemianległe wewnetrzne 
_ AGF, DHE są równe, bedzie kat CHE = DHE ; 
a zatóm i kąt AGF= CHF: wiec dwie liniie AB, 
CD sa od siebie równoległe (66). 

Jeżeli kąty . naprzemianległe zewnetrzne 
CHF, BGE są równe , bedzie kat BGE — AGF 
(19), a zatém.i kat CHF —AGF: wiec dwie li- 
¡niie AB, CD są od siebie równoległe (66) 

Gdy kąty iednostronne wewnętrzne AGF , 
CHE są równe dwom katom prostym; będzie 
CHE-- CHF—= dwom katom prostym (15), a że 

z założenia 

AGF -+ CHE—= dwom katom prostym; więc 
CHE -- CHF—= AGF -b CHE. 

W tém równaniu odiawszy po obudwu stro- 
nach kąt CHE, zostanie CHF—>AGF': więc lini- 
ie AB, CD są od siebie równoległe. 

Cdy kąty iednostronne zewnetrzne AGE, 
CHF są równe dwom katom prostym, bedzie, 
AGE -++ AGF = dwom katom prostym (15): a że 
z zało”enia ~ 
" AGE -4+ CHF = dwom katom prostym; więc 
AGE -AGF = AGE -+ CHF. 

W tém równaniu odjawszy AGE po obu- 
dwą stronach, zostanie AGF zz CHEF: wiec li- 
niie AB, CD sa równoodległe. 

68. Zagad. Pr Zez punkt C wzięły za 
liniią daną AB, fig. 55. poprowadzić równo- 
leglą od tóy linii. 

Rozwiąz. Z punktu C prowadze liniią CD, 
któraby, sie z liniia AB przecinała: pod iakim- 
- kolwiek Rt CDB. Na linii CD przy punkcie 


X 


> 
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C króślę kat DCF=CDB, Liniia EF będzie szu- 
kana: gdyż kąty CDB, DCF wewnętrzne naprze- 
mianległe są równe. ; 

69. Zagad, Przez punkt © wzięty za li- 
niig AB fig. 54/prowadzić liniią CE któraby 
z daną liniią AB czyniła kąt BEC równy da- 
nemu, 8 | 

Rozwiąz. Przy punkcie którymkolwiek A. 
wziętym na danćy linii AB, króślę kąt DAB ró- 
wny danemu ,i przez punkt € prowadźę liniia CE 
równoległą od AD, aż do przecżecia się z liniia 
AB w punkcie E: kąt BEC iest szukany. 

70. 'Twierd, Dwa kąty „ACByach, fig. 
KUR których ramiona AC iac, tudzież BC 

„i be są między sobą równoodległe, i rozcho- 
dzą sie w jedne stronę, są sobie równe. 

Dowod. _ Przedłużywszy ac aż do przecie- 
cia się z ramieniem CB w punkcie D; bedzie kąt 
ACB— aDB, bo są iednostronne odpowiadaiące 
sobie wzgledem siecznóy CB i dwóch równole- 
głych ACi aD: kat aDB=acź , bo sa iedno- 
stwronne odpowiadaiące sobie wzgledem sie- 

` cznéy aD,i dwóch równoległych DB, cd; a za- 
tém kat ACB=acbd. Podobne byłoby dowo- 
dzenie, gdyby ramiona dwóch kątów ACB, ach 
miały takie położenie , iakie iest pod liczbą 2. 
Łatwo byłoby dowieśdź równości (tych katów 
innym sposobem , poprowadziwszy w obudwu 
figurach przez wierzchołki tych kątów liniia pro- 
stą CE. 

71. Uwaga. W powyższćm twierdzeniu 
dodaiemy, że ramiona tych dwóch katów roz- 


„ http://rcin.org.pl 


k 


DT WRS A ýr 


chodza sie w jedneż strone: gdy bowiem rańio- 


ma te rozchodzą się w strony przeciwne , kąty 


miedzy niemi zawarte nie zawsze są równe. E 
tak dwa katy ACB, ach fig. 56. których ramio- 
na AC i ac, BG i bê są między sobą równoległe, 
lecz rezthodzą sie w strony przeciwne , nie są 
równe.. „Jakoż kąt ACB = aDB, bo, są iedno- 
stronne odpowiadaią ice; kąt aDB = —=bcF „bo są 
zewnętrzne naprzemianległe względem siecznéy 
aF, i dwóch równoległych QB i cb; a zatóm i 
kąt ACB—ŻcF ; więc gdy kąt ACB iest ostry, 
będzie też i kąt bcF'ostry, a tém samém przy- 
legły mu kat bca roztwarty (15): będzie więc 
kąt bca> BCA. 

Lecz dwa katy BCA, ŁCF, lubo ramiona 


„_ ich rozchodzą się w strony przeciwne, «są sobie 


iednak równe, iakośmy wyżóy okazali. Gdy 
więc ramiona dwóch katów są między soba ró- 
wnoległe, a rozchodzą się w strony przeciwne; 
kąty te moga być albo równe sobie, iak są dwa 
katy ACB, bcE; albo też nie równe, iak są dwa 
kąty AGB, ac. 

72. "Twierd.. Gdy dwie linie fig. 37. EF, 
GH od siebie równoległe t przecięte są (od. 
dwóch dr ugich liniy IK, LM odsiebie równo- 
ległych ; części AB i CD dwóch pierwszych 
liniy zawarte miedzy dwiema drugićmi, tu- 
dzież części AC, BD dwóch drugich liniy za- 
warte między NENE piérwszemi równood- 
ległemi, są między sobą równe: i odwrotnie, 
ieżeli części te są równe , liniie, do których 
te części należą , bedą równoległe: 
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Dowód. Poprowadziwszy liniią prostą CB,, 
w dwóch tróykatach ACB, DCB; bok OB iest: 
spólny ; kat ABC—BQOD, gdyż są wewnetrzne na-- 
przemianległe względem siecznćy BC, i dwóchu 
równoległych EF, GH; kat ACB= CBD, gdyż. 
są wewnętrzne naprzemianległe wzgledem sie- 
cznćy CB i dwóch równoodległych IK, LM, wiec: 
dwa te tróykaty przystaną do siebie (26): a w 
sczególności AB—=CD, i AG—BD, iako prze- 
ciwne katom równym (25). 

Odwrotnie. Jeżeli AB= CD, i AC=BD; 
bedzie liniia EF równoodlegla od GH, i liniia 
IK równoodległa od LM. j 

Gdyż poprowadziwszy liniia CB, dwa tróy- 
katy AGB, DCB, w których trzy boki w jednym 
równe są trzem bokom w drugim tróykącie, przy- 
stana do siebie (28), a w sczególności kąt ABG 
==BOD, i ACB= CBD, iako przeciwnebokom 
równym (25),a że katy ABC, i BCD sa wewne- 
trzne naprzemianległe wzgledem siecznćy BC 1 
dwóch liniy EF i GH; kąty ACB i CBD są tak- 
Że wewnętrzne naprzemianległe wzgledem sie- 
cznćy BC i dwóch liniy IK i LM; więc liniia EF 
iest równoległa od GH a liniia IK równoodle- 
gla od LM (67). 

5. JHM/niosek 1. Jeżeli AB i CD sa sobie 
równe i od siebie równoodległe, beda także AG 
i BD równe i równoodległe: gdyż w dwóch tróy- 
kątach ACB, BCD, bok BC iest spólny ; bok AB 
—= QD z założenia, i kąt ABO—=BOD, iako we- 
wnętrzne na przemianległe wzgledem siecznćy 
CB i dwóch równoległych AB, GD: więc dwa 
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ite wóyk aty przystaną do siebie (24), a w scze- 
„ ggólności ‘bok AC—BD, i kąt AGB="CBD; aże 
`~ dwa te katy sa wównętrzne napr zemianlégie 
wzgledem siecznéy BC i dwóch liniy AC, BD, 
wiec liniie te så od siebie równolegle (67). 
< u 7A Wniosek 2 . Gdy dwie liniie AB, CD fig. 
(58. są od siebie równoodległe, poprowadziwszy 
liniie EF, GH, IK i t.d. prostopadłe do tych 
dwóch nir, „prostopadłę te, iako od siebie ró- 
wnoległe (58), beda sobie równe (75); a że pro- 
stopadłe te oznaczaią odległość linii AB i CD 
(51), azatćm dwie liniie równoodległe zachowu- 
ia wszędzie iednakową miedzy soba odległość. 


ROZDZIAŁ IV. 


O wielokątach w powszechności , a w sczegól- 
ności o ich kątach, 


75.  Płasczyzna EES R iakakolwiek li- 
czbą liniy prostych , zowie sie wrelokatem lub 
wielobokiem , połygonum. Wielokąty maią 
rozmaite nazwiska, podług rozmaitćy liczby bo- 
ków, lub katów. I tak tróykat iest wielokątem 
maiącym trzy boki, czyli trzy kąty; czworokąt, 
quadr ilaterum , pięciokąt, pentagonum , sze- 
ściokąt , keżagonum., siedmiokąt , heptago 
nium,ośmiokat, octogonum, dziewię cioką t,en- 
neagonum , dziesięciokąt, decagonum, dwu- 
nastokąt, dodecagonum ; j piętnastokąt, (SĄ 
tedecażohum i it.d. są wielokąty maiące 4,5,6 


7,8 it. dd. boków lub katów. ABCDE fig. 59? 
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iest pięciokąt ; ABCDEF fig: 40. iest: sześcio- 
kat it.d. 

76. Lubo wielokąty zwyczaynie oznacza- . 
ią sie tyla głoskami, ile maia katów, dla krótko- 
ści iednak oznaczać ie możną dwiema tylko gło- 
skami naydalćy od siehie leżącemi: i tak , czwo- 
rokąty ABCD fig. 41, 42, 44. moga być ożna- 
czone dwiema głoskami AC, lub BD: Podobnież 
sześciokat ABCDEF fig. 40. może być ożnaczo- 
ny dwiema głoskami np. EB, lub FC itd. 

77. Kat taki iak iest FAB fig. 45. zowie 

się wklesły, dla różnicy od innych kątów B, C, 

D,E,F, które sie zowią w yskakuiące. 

w wielokacie iakimkolwiek przedłażywszy któ- * 
rykolwiek bok AB fig. 40.kat GBH zawarty mie- 
dzy bokiem CB i przedłużeniem boku AB zowie 
sie kątem zewzeć: znym ;esternus ; dla różnicy 
od kątów ABC , BCD i t.d. które sie nazywaią 
k: atami wewnęśrzhami, interni.  Liniia prostą 
łącząca wićrzchołki dwóch katów wielokąta, zo- 
wie sie przekątnią „diagonalis, i iakie są fi9g.40. 
AC; AD, AF. 

78. Kiedy wielokąt ma wszystkie boki i 
„katy równe, iak iest fig. 40, 45. it.d. zowie się 
foremnym, regulare: kiedy zaś boki i kąty są 
nierówne, iak iest fig. 59, 45. it.d. , zowie się 
nieforemny , irregulare. 

hg. Między ezworokatami niektóre maią 
boki przeci iwne równoodległe; iak iest nj. czwo- 
rokat BD fs. 41. w którym bok AB iest równo- 
odległy od boku CD i bok AD równoodległy od 
-boku BC. Czworokat taki zowie się rówso/e- 
głobokiem, porallelogrammum. 


= 
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Z tego cośmy powiedzieli wyżćy (72,75) 
wypada : ? 

igd Że przekątnia AG, dzieli równoległo- 
kok na dwa tróykaty równe; 

ore Że boki przeciwne w równoległobo- 
ku są sobie równe ; 

Zcie Że gdy w czworokącie boki przeci- “ 
wne sa sobie równe, taki czworokąt iest równo- 
ległobokiem ; : 

fate Że gdy w czworokącie dwa boki prze- ` 
ciwne sa sobie równe i od siebie równoodległe, 
taki czworokąt iest równoległobokiem. 

go. Uwaga. Może być czworokąt tąki, 
w którym dwa boki przeciwne są od siebie ró- 
wnoodległe , lecz nierówne , iak iest czworo- 
kąt abcd fig. 46. wktórym boki cd, ab są od 
siebie rów noodlegte, lecz nierówne; taki czwo- 
rokat nie iest równoległobokiem : gdyż drugie 
dwa boki ad i cb nie są od siebie równoodle- 
głe. Czworokąt taki zowie się połacinie /żrape- 
ZUTE; po polsku możnaby go nazwać równole- 
głobok nie zupełny. 

. 8r. Równoległobok AC fig. 42. maiacy 
wszystkie katy proste , zowie się prostokątem, 
rectangulum. 

Prostokąt AC flg. 45. maiacy wszystkie bo 
( ki równe zowie się kwadratem, quadr atum. 

Równoległobok ac, fig. hhe maiacy wszy- 
stkie boki równe, lecz ką aty nierówne, zwać się 
może kwadratem ukośnym , rhombus. ł 

82. Chcąc zatóm na danćy linii AB, fig. 45: 
wykreślić kwadrat, trzeba z obudwu ićy końców 


pk 
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„ M i B; wyprowadzić dwie liniie AD i BO pro- 
stopadłe do AB,i równe linii danćy AB: końce 
tych dwóch liniy Ci D złączywszy liniia prostą 
CD , czworokąt ABCD będzie kwadratem szu- 
kanym. ` S 
Chcac wykrćślić: prostokat, któregoby bo- 
ki równe były liniiom danym, trzeba poprowa- 
dzić liniia AB, fig. 42. równą iednćy linii danćy, 
i zdwóch ićy końców A i B wyprowadzić liniie 
AD iBC prostopadłe do AB i równe drugićy li- 
nii danćy: końce tych dwóch liniy Ci D złączy- 
wszy liniią prosta CD, czworokat ABCD bedzie 
prostokątem szukanym. 

Chcąc wykrćślić równoleglobok, którego- 
by boki równe były dwom liniiom danym, i kat 
równy katowi danemu, trzeba poprowadzić li- 
niia AB fig. 41. równą iednćy linii danćy, z kon- 
ca A wyprowadzić liniia AD równą drugićy linii 
danćy tak : aby kąt BAD był równy kąatowi da- 
nemu; poprowadziwszy potćm z punktu B liniia 
BC równa linii AD, i od nićy równoodległa , 
końce D i C złączyć liniia prosta DC; czworo- 
kąt ABCD bedzie równoległobokiem szukanym. 

Dowodzenie we wszystkich trzech przy- 
padkach iest łatwe maiąc wzgląd na to, cośmy ` 
powiedzieli o liniiach równoodległych (58, 75). 

85. W każdym wielokącie uważać będzie- 
my 1ód katy; 2re boki, które razem wzięte zo- 
wia się obwodem wielokąta , perimeter ; Zcie 
płasczyzne. obwodem okrćśloną ,* która się zo- 
wie powićrzchnią wielokąta. | 


http://rcin.org.pl 


ch 6 CZCI i 47 ' 


sz 


|. 84. Twier. WW każdym tróykącie sum- 
| ma trzech kątów waży dwa kąty proste. 
Dowodz. W tróykącie AGB, fig. 47. prze- 
- dłużywszy którykolwiek bók zp. AB do D, i 
z punktu B wyprowadziwsży liniia BF równood= 
legła od boku AC; będzie kąt OBF=C, gdyż 
są naprzemianległe wewnetrżne wzgledem się- 
cznćy BC, i dwóch równoodległych AC, BF. 
Kąt FEBD==A, gdyż są iednostronne odpowia- 
daiące sobie wzgledem siecznćy AD i dwóch 
równoodległych AC, BF. Do kątów CBF i FBD, 
czyli co na iedno wychodzi, do kata CBD do- 
dawszy kąt GBA, wypadnie summa równa dwom 
katom prostym (1%). Więc i do kątów CiA 
dodawszy tenże kąt CBA, wypadnie summa ka- 
tów G, A i GBA, to iest , summą trzech katów 
tróykąta, równa dwom katom prostym. Czyli, 
kąt CBF=C. Kąt FBD = A. Więc 

CBF + FBD=C-EA; czyli 

CBD=C + A. 
Dodawszy po obu stronach kąt CBA, będzie 

CBD + CBA =C -A -L CBA. | 

A że kąty CBD i CBA iako przyległe ważą 
dwa katy proste ; wiec też i katy C,A i CBA, 
to iest trzy kąty tróykąta, ważą dwa kąty proste. 

|, 85. Wnioski. 1. Ponieważ w tróykącie 

kąt zewnętrzny CBD równy iest dwom katom 
wewnętrznym C i A naprzeciwko niego leżą- 
cym , iako się w poprzedzaiącóm twierdzeniu 
okazało, więc od iednćgo z nich zp. od kąta A 
iest wiekszy. y 
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86. 2. W tróykącie równobocznym, któ- 
rego wszystkie katy są miedzy sobą równe (30), 
każdy kat iest trzecią częścią dwóch katów pro- 
stych, czyli dwiema trzeciemi iednego kąta pro- 
stego ; 

87. 5. Kiedy w tróykacie ieden kat iest 
prosty, lub roztwarty, drugie dwa musza być o- 
stre: gdyż inaczćy summa trzech katów tróyka- 
ta, ważyłaby wiecćy niż dwa katy proste: co 
iest przeciwne twierdzeniu. Kat zatćm prosty 
/ lub roztwarty iest w tróykącie naywiekszy, a 
` tém samém i bok przeciwny kątowi proste- 
mu lub roztwartemu iest w tróykącie naywię- 
kszy (54). 

88. Tróykat maiący kąt prosty, zowie się 
prostokątny , rectangulum; tróykąt maiący 
kat roztwarty, zowie się roztwartokątny, ob- 
tusangulum ; tróykat maiący wszystkie kąty 
ostre; zowie się ostrokątny, acutangulum. Bok 
przeciwny kąatowi prostemu, zowie się przeciw- 
prostokątną, hypothenusa: bok przeciwny ką- 
tewi roztwartemu nazywać można przeciwroz- 
twartokątną , bok przeciwny kątówi ostremu, 
pzzeciwostroką tną. l 

89. 4. Z twierdzenia poprzedzającego wy- 
pada także, że gdy dwa katy w jednym tróyka- 
cie, równe są dwom katom w drugim tróyką- 
cie, trzeci kąt pićrwszego równy iest także trze- 
ciemu katowi drugiego tróykąta: gdyż ten trze- 
ci kąt przydany do dwóch pićrwszych w obu- 
dwu tróykątach, czyni dwa kąty proste. 


90 
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go. Astąd wypada, że twierdżenie wy- 
żéy podane (56), podług którego dwa tróykaty 
ABC, abe, fig. 25. maiące kąty A i a proste, 
kat B= b, i bok BC==Że, mogą do siebie przy- 
stać; do tróykątów także ofirokatnych i roztwar- 
tokątnych może być zastosowane: bo ieżeli fg, 
48., dwa kąty A i B w jednym tróykacie, równe 
są dwom katom aib w drugim tróykącie, będzie 
też i trzeci "kąt © pierwszego równy trzeciemu 
katowi c dragiego tróykata; a gdy ieszcze i bok 
CB=ch z założenia , dwa te tróykaty przystana 
do siebie podług twierdzónia drugiego o przy- 
stawaniu tróykatów. 

gi. Podobnież twierdzenie podane wy- 
żóy 6 52), podług którego dwa tróykąty, fig. 25. 
ACB, acb, maiące kąty A i a proste, bok BG 
=be, i bok ACac przystana do siebie, do 
niektórych także innych tróykątów zastosówać 
można. Jakoż niech beda dwa tróykaty, fig: 
48. ABC, 'abc , w których kąty ostre A, a są 
równe, boki tym katom przeciwne BC, be ró: , 
wne, i boki tymże katom przyległe AC, ac ró- `’ 
wne; dwa te tróykąty przystaną do siebie: gdyż 
z punktów C ic spuściwszy liniie CD i cd pićr- 
wszą prostopadła do AB, druga prostopadłą do 
ab, w dwóch tróykatach CDA, cda, kąt A=a 
u założenia, kąt D = d iako proste , a tém sa- 
mem i trzeci kąt ACD = acd (89); a że i bok 
AC—ac z założenia, więc dwa te tróykąty przy- 
stana do siebie (26), aw sczególności bok CD 
c=cd, bok AD=ad. Dwa zatćm tróykąty ODB: 
edb, w których kąty przy D i d są proste z wy- 
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kreślenia , bok CD—=cd z dowodzenia , i bok 
OB—=cb z żałożenia , przystaną do siebie (52), 
a w sczególności bok DB—=4%. A kiedy AD 
—=ad, i DB=db; więc AD-- DB=ad + db, 
czyli AB=ab. Dwa zatóm tróykaty ABC, abc, 


w którym bok ACzac z założenia, bok AB== 


ab z dowodzenia, 1 kąt A—a z założenia, przy- 
stana do siebie podiug pićrwszego twierdzenia 
o przystawaniu tróykątów. 

g2. Mogą iednak być dwa takie tróykaż 
ty, które nie przystaną do siebie , chociaż w 
nich będzie kat iednego równy katowi drugiego 
tróykąta, i bok przeciwny i przyległy temu ka- 
towi w jednym równy bokowi przeciwnemu i 
przyległemu w drugim tróykącie. Trafić sie to 
może w ten czas, kiedy boki przeciwne kątom 
równym mnieysze są od boków przyległych tym- 
że katom. Jakoż niech będą fig. 49. dwa tróy- 
katy ABC, abc, w których kąt A=a, bok BG 
==c, i bok AB=ab, lecz w obudwu tróyka- 
tach boki BC, be przeciwne katom równym, 
mnieysze są od boków AB, ab przyległych tym- 
że kątom. 

Z wierzchołka kąta b spuściwszy db prosto- 
padła do ac, bedzie liniia ad większa od linii 
cd; czego łatwo można dowieśdź zważaiąc, że 
liniia ad nie może być ani równa linii cd, ani 
od nićy mnieysza; gdyż w pićrwszym przypadku 
pochyła ab byłaby równa pochyłćy be , w dru- 
gim pochyła ab byłaby mnieysza od pochyłóy 
bo (47), co sie sprzeciwia założenia. Na linii 
zatóm ad wziąwszy dć=dc, i poprowadziwszy 
bé, będzie bó—=óc. A że bc=BC zzalożenia, 
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wiec i bÓ=BQ. A zatóm trzy tróykąty ABC, 
abc, abć maia katy A, a równe, boki tym ka- 
tom przeciwne BC, c, bé równe, i boki tymże 
katom przyległe AB, ab równe. Lecz ieżeli 
tróykąt abc przystanie do tróykąta ABC podług 
poprzedzaiącego wniosku, tedy trzeci tróykąt 
abć, będący częścią wóykąta drugiego abc nie 
może przystać do tróykata ABC. 
93. W tych wiec tylko przypadkach dwa 

trókąty moga do siebie przystać: 1ód gdy dwa 
boki i kat miedzy niemi zawarty w jednym ró- 
wne są dwom bokom i kątowi między niemi za- 
wartemu w drugim tróykącie; 2re gdy dwa ka- 
ty i bok im przyległy w jednym równe sa dwom 
katom i bokowi im przyległemu w drugim tróy- 
kącie; 5cie gdy trzy boki iednego równe są 
trzem bokom drugiego tróykąta; 4łe gdy kąt 
prosty, bok mu przeciwny i przyległy w jednym 
równe są kątowi prostemu i bokom przeciwne- 
mu i przyległemu w drugim tróykącie. Przy- 
pek ten lubo może być zastosowany i do nie- 

tórych innych tróykatów , iednakże ponieważ 
czasem zayść może wątpliwość, czy dwa tróy- 
kąty nieprostokątne mogą do siebie przystać„ 
iakośmy to okazali wyżéy, używać go w dziele 
ninieyszćm nie będziemy, na okazanie równości 
dwóch tróykątów nieprostokatnych. Co sie ty- 
~- cze twierdzenia podanego wyżćy (56, go) twier- 
dzenie to iuż nam wiecćy potrzebne nie bedzie, 
bo w takim przypadku dwa tróykaty przystaną 
do siebie podług twierdzenia drugiego o przy- 
stawaniu tróykątów, iakośmy: to okazali wyżćy, 


(90). 
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94. Gdy dwa tróykaty mogą do siebie 
przystać , tém samém powierzchnia iednego iest 
równa powićrzchni drugiego tróykąta. ~ Niżóy 
obaczymy, że dwa tróykąty moga mieć równe 
powierzchnie , chociażby nie mogły do siebie 
przystać. 

95. Twierd. Summa kątów wewnętrznych 
wierokąta iakiegokolwiek waży kątów pro- 
stych dwa razy tyle ile wielokąt ma boków, 
mnićy 4: czyli , liczbę boków wielokąta roz- 
znnożywszy przez 2,'i od tak rozmnożonóy 
odiąwszy 4, reszta okaże ważność kątów we- 
wnetrznych wielokąta w kątach prostych. 

Dowod.  Wziawszy wewnatrz iakiegokol- 
wiek wielokąta AD, fig. 59, punkt S od upodo- 
bania; i z punktu tego poprowadziwszy liniie 
SA, SB, SC i t.d łączące wszystkie wierzchołki 
katów wielokata z punktem S, utworzą się tróy- 
katy ASB, BSC, CSD i t d: których spólnym 
wierzchołkiem iest punkt S, a z których każdy 
ma za podstawę bok ieden wielokąta , i dwa 
przy nićy kąty należące do katów wielokąta. 
Liniie wiec te AS, BŚ, CS i t.d. podziela wie- 
lókąt na tyle tróykatów, ile wielokat ma boków. 

* A że w każdym tróykącie summa trzech katów 
waży dwa kąty proste (84); więc wszystkie te 
tróykaty ważyć bedą kątów prostych dwa razy 
tyle, ile wielokąt ma boków. . Ze zaś kąty przy 
punkcie S bedące , ważą 4 katy proste (16);.a 
nie należą do katów wewnętrzuych wielokąta, 
więc od podwoionćy liczby boków wielokąta 
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odiawszy 4, reszta okaże ważność kątów we- 
wnętrznych wiełokata w kątach prostych., 

To samo twierdzenie możnaby okazać na- 
stepuiacym sposobem: z wierzchołka kąta któ- 
regokolwiek w wielokacie FC fig, 40, 45. rp. z 
wierzchołką kata A, poprowadziwszy do wierz- 
chotłków wszystkich innych kątów przekątne 
AC, AD it.d. przekatne te podzielą wielokąt 
na tyle tróykatów , ile ma wielokąt boków., 
mnićy 2; gdyż do wierzchołku dwóch kątów 
B i F przyległych ramionom kąta A, przekątnych 
poprowadzić niemożna. A że summa trzech ką- 
tów tróykąta waży dwa katy proste (84), wiec 
summa katów we wszystkich tych tróykątach, 
czyli , co na iedno wychodzi, summ wszystkich 
kątów wewnetrznych wielokąta , ważyć będzie 
katów prostych dwa razy tyle, ile wielokąt ma 
boków, mnićy 4. 

g6. FY/niosek. Gdy iest wielokąt foremny 
(78), wszystkie iego katy wewnętrzne są między 
sobą równe; a tém samém i katy zewnętrzne 
są między sobą równe: gdyż każdy kąt zewne- 
trzny , zp. kąt OBH: fig. 40. z przyległym sobie 
wewnętrznym OBA, waży dwa katy proste. A. 
zatóm maiąc wiadomą liczbe boków wielokąta 
foremnego , można doyść ważności kąta iego 
wewnętrznego i zewnętrznego. I tak w pięcio- 


“kącie zp. foremnym, sununa wszystkich-katów 


wewnętrznych , równa iest liczbie boków iego 
rozmnożonćy przez 2, i znmieyszonćy 4; Czyli 
równa 5 X 2—4-=6: więc każdy iego kąt wa- 


[4 . . tt p» r cza 4 
„ żyć bedzie piątą część sześciu kątów prostych, 
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czyli$ iednego kata prostego : a zatóm kat ze- 
wnętrzny pieciokąta foremnego ważyć bedzie 
resztę do dwóch katów prostych, to iest £: gdyż 
$- 4—19 — vo katom prostym. 

Podobnież w sześciokacie foremnym sum- 
ma wszystkich katów wëwnetrznych =6 X 2 
— 4 = 8 katom prostym; więc każdy iego kąt 
wewnętrzny ważyć bedzie 4 czyli 4 kąta proste- 
go: a zatóm kąt zewnętrzny ważyć będzie 3 ką- 
ta prostego , gdyż 4 F 3 = $ = 2 katom pro- 
stym i t.d. 

g7- Twierd. JW wielokącie maiącym 
wszystkie kąty wyskakuiące, przedłużywszy w 
jednę stronę wszystkie boki , iak iest na fig. 
5o. summa wszystkich kątów zewnętrznych 
FAK, GBF i t.d. waży 4 kąty proste. 

Dowod. Każdy kąt zewnętrzny zp. GBF 
z przyległym sobie wewnętrznym GBA, waży dwa 

aty proste: wszystkie zatóm kąty zewnętrzne 
z wewnętrznemi ważyć bedą kątów prostych dwa 
razy tyle ile wielokąt ma boków. A że same 
wewnętrzne ważą kątów prostych dwa razy tyle 
ile wielokąt ma boków mnićy 4 (95), więc same 
zewnętrzne ważą 4 katy proste. 

98. JZWniosek. Gdy iest wielokąt fore- 
mny, katy iego zewnętrzne są między sobą ró- 
wne; a że wszystkie zewnętrzne ważą 4 kąty pro- 
ste, wiec 4 podzieliwszy przez liczbę boków , 
iloraz będzie ważnościa kata zewnętrznego w 
wielokącie foremnym. `I tak w pięciokącie mp. 
foremnym ponieważ 5 kątów zewnętrznych wa: 
żą 4 kąty proste, więc 1 waży piątą część 4 ką- 
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tów prostych , czyli 4 iednego prostego: a tém 
samóm kat wewnętrzny iako mu przyległy, wa- 
Żyć bedzie reszte do dwóch katów prostych; to 
iest $ kata prostego. Podobnież w sześciokącie 
foremnym ieden kat zewnetrzny waży 4 czyli 4 
kata prostego; atém samóm kat wewnętrzny wa- 
Żyć będzie 4 kąta prostego. W siedmiokacie 
foremnym kat zewnętrzny waży 4, a wewnętrzny 
12 kąta prostego i t.d. i 

99. Uwaga. Postrzegamy tu, że im wię- 
céy ma boków wielokat foremny; tém kąty ie- 
go zewnętrzne są mnieysze, a wewnetrzne wię- 
ksze. 

Inne własności wielokatów , ściągaiące sie 
doich powierzchni i obwodu, wyłożymy naśwo- 
iem mieyscu. 


* 


ROZDZIAŁ V. 


O liniiach prostych i o kole. 


100. Powiedzieliśmy wyżćy (7), że część 
okregu zowie się łukiem. Liniia prosta CD fig. 
51. łącząca dwa konce łuku CGD zowie sie cie- 
ciwą, chorda. i 

- Uważać tu potrzeba 1ód, że cięciwa każda 
np. ODłączy końce dwóch łuków :iednego CGD, 
drugiego CHD, których summa czyni okrąg ko- 
ła; ieżeli wiec ieden z nich mnieyszy iest od pół 
okręgu, drugi tém samém bedzie większy; 27e 
żekażdą cięciwą dzieli koło na dwie części zwa- 
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ne odeinkami , segmenta , ieden DCG , drugi 
DCH, których summa czyni koło; i ieżeli ieden 
z nich mnieyszy iest od półkola , drugi tém sa- 
mém wiekszy być musi, BCE 

tor. Gdy cięciwa-przechodzi przez śro- 
dek koła iak iest AB, nazywa sie srednica , dia- 
meter, „ 

Uważać tu potrzeba 10d, że średnica ró- 
wna iest dwom promieniom; gdyż prómień, ia- 
kośmy powiedzieli wyżćy (7), iest liniią prostą 
od środka koła do iakiego punktu na okregu 
poprowadzona: a zatóm średnica AB równa iest ` 
dwom promieniom SB i SA, 2re Ze tém samém 
wszystkie średnice w jednómże kole są sobie ró- 
wne; gdyż każda+z nich równa iest dwom pro- 
mieniop , które są miedzy sobą wszystkie ró- 
wne; 5cie że średnica iest większa , niż iaka- 
kolwiek inna cięciwa : gdyż końce iakićykolwiek 
cieciwy CD złaczywszy ze środkiem koła liniia- 
mi prostemi SC, SD, w tróykącie SDC summa 
dwóch boków SC -E SD>> CD (22) to iest, sum- 
ma dwóch promieni, czyli średnica, większa iest 
od cięciwy; 4te że średnica AB dzieli koło i ie- 

o okrąg na dwie cześci równe: gdyż zlożywszy 
Fi wzdłuż linii AB, gdyby cześć okregu AHB, 
nie przystała do części okręgu AGB, punkta ie- 
dnćy z nich byłyby mnićy lub więcćy od środka 
koła oddalone, niż punkta dragićy: co być nie 
może (7). _ i 

102. Tym samym sposobem dowieść mo- 
żna, że dwa koła nakreślone iednymże promie- 
niem są sobie równe, i moga do siebie przystać, 

j i 
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dy iedno na drugićm bedzie położone tak, aby 
Kodek iednego padł na Środek drugiego koła: 

103. Liniia prosta EF, | przecinająca koło, 
| którą sieczną koła, secans circuli zwać bedzie- 
my, ‘dwa ty dko punkta © i D spólne zokręgiem 
mieć może: bo gdyby miała np. trzy punkta 
spólne , trzy te punkta iako znayduiące się na 
okregu, byłyby w równćy od środka koła odle- 
głości 7); a tém samém z punktu danego $ do 
linii prostćy EF możnaby było poprow adzić trzy 
liniie równe: co być nie może (49). 

104. Gdy linija prosta ma tylko tedeh 
punkt spólny z okręgiem, to iest, gdy się ókre- 
gu w jednym tylko punkcie dotyka, a w drugim 
punkcie dotykać sie nie może, choćby była pize- 
dłużona;taka liniia zowie sie styczną koła, tan- 
gens eironi, I tak liniia IK w jednym tylko 
punkcie H dotykaiąca sie okręga, iest styczną: 
liniia zaś HL lubo w jednym tylko punkcie H 
dotyka się okręgu, przecież dostatecznie prze- 
dłużona, przecięłaby go w punkcie drugim, a 
zatćm nie iest styczną. 

105. Twierd. Wziąwszy dwa iakiekol- . 
wiek łuki iednegoż koła, albo dwóch kół ró- 
wnych, i położywszy ieden na drugim tak, aby 
ich wklestości obrócone były w jedne strone, 

-i aby dwa iakiekolwiek punkta iednego, padły 
na dwa punkta łuku drugiego; łuk mnieyszy 
zeydzie się zupełnie z łukiem większym. 

Dowod. Jakoż przeniosłszy łuk ac fig: 
52. na łuk AE tak aby punkt a padł naA,i 
punkt e ną C, cięciwa ae przystanie zupełnie 
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do cięciwy AC: a że promienie sa, se, sapo- 
dług założenia równe promieniom SA, SG, wiec 
dwa tróykaty sca, SCA , przystaną do siebie 
(28); a w sczególności punkt s padnie na S: a 
zatóm wszystkie punkta łuku ac padną na pun- 
kta łuku AC: gdyż punkta te są równie oddalo- 
ne od środków s, S, które sa w jednym punkcie: 
atóm samém łuk ac zeydzie sie zupelnie z łu- 
kiem AE. j 

106. Stąd wypada, że dwa łuki iednegoż 
koła, albo dwóch kół równych, sa równe, gdy 
ich cieciwy są równe i odwrotne, byleby łuki te 
były iednegoż gatunku, to iest, obadwa mniey- 
sze, lub obadwa większe od pół okregu. . Jakoż 
cięciwe iedne położywszy na drugićy, dwakońce 
pićrwszćy padna na dwa konce drugićy cięciwy, 
a tém samém i dwa końce iednego łuku, padną 
na dwa końce drugiego: wiec dwa te łuki po- 
dług twierdzenia poprzedzaiącego, zeydą się z 
sobą, i ieden do drugiego zupełnie przystanie , 
a zatćm są sobie równe. 

Odwrotnie, ieżeli dwa łuki iednegoż koła, 
albo dwóch kół równych, są równe; bedą teź 
równe i ich cięciwy : gdyż łuki te iako równe 
przystaną do siebie podług wniosku poprzedza- 
iącego; a tém samém końce iednego padną na 
* końce drugiego łuku; więc i cięciwy ich przy- 
staną do siebie: przez dwa bowiem punkta, iê- . 
dna tylko liniia prosta przechodzi. 

107. Zagad, Maiąc dane dwa łuki AB, 
CD, fig. 53. iednegoż koła, albo dwóch kot 
równych, znaleść spólną ich miarę. 
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Rozwiąz. Zagadnienie to rozwiazać mo- 
Żna tym samym sposobem, któregośmy użyli w 
pedobnym przypadku z liniiami prostemi (58); 
z ta tylko różnicą, że zamiast przenoszenia łu- 
ków mnieyszych na większe, przenosić będzie- 
my ich cięciwy , które gdy są równe, łuki ich 
są także równe (ro6). 

Cięciwa łuku OD może być na hk AB dwa 
razy przeniesiona od A do E, z pozostałą resztą 
EB; bedzie wiec łuk AB = 2 CD + EB. 

Cięciwa łuku EB może być na łuk CD raz 
przeniesiona od C do F, z pozostała resztą FD : 
bedzie więc łuk GD = EB -+ FD. 

Nakoniec cięciwa. łuku FD może być na 
łuk EB 4 razy przeniesiona, bez żadnćy reszty: 
będzie więc łuk i 

EB—=4FD. A zatém - 

CD = EB + FD = 4FD + FD = 5FD.7 

AB=2CD -+ EB=— ro FD -h 4FD=14FD. to 
iest: łuk FD iest spólną miarą dwóch danych łu- 
ków AB, CD, i mieści się w pićrwszym łuku 14 
razy, W drugim 5 razy, Dwa więc łuki dane są 
do siebie iak dwie liczby 14 i 5. 

Uwaga. Mogą: być dwa dane łuki takie, 
że spólney ich miary znaleźć nie można, choć- 
by powyżsże działanie było iak naydalóy posu- 
nięte : łuki wiec takie będa ilościami niespół- 
miernemi, jakośmy wyżóy powiedzieli (58). 

108. Twierd. Promień SM , fig- 54. pro- 
stopadły do cieciwy AB, dzieli tę cięciwe w 
punkcie © i łuk AMB w punkcie M na dwi ie 
równe CZĘŚCI. 

| 


http://rcin.org.pl 


6o Jeometryi 


, Dowod. 1d Poprowadziwszy promienie 
SA, SB, promienie te wzgledem prostopadłćy 
SC są dwiema pochyłemi równemi, a tém sa- 
mém muszą być równie oddałone od spodku © 
prostopadłćy SC (48) wiec AC = BC. 
are Ponieważ ŚM iest prostopadła ze śro- 
dkaC linii AB wyprowadzona, więc każdy punkt 
- ma téy prostopadłćy wzięty zp. punkt M iest _ 
w równćy odległości od końców linii AB (50); 
a zatćm liniia AM = BM. Że zaś liniie te są 
cieciwami łuków AM, BM, wiec i łuki te są so- 
_ bie równe (106). A zatém promien SM. prosto- 
padły do cięciwy AB dzieli ia w punkcie C, iićy 
łuk AMB w punkcie M na dwie równe części. 
iog. FFnioski. Z tego twierdzenia oka- 
znie sie 1dd, że trzy te punkta, środek koła S, 
środek cięciwy ©, i środek ićy łuku M znayduią 
się na iednćy linii SM prostopadłćy do cięci- 
wy: a że na oznaczenie linii prostćy dosyć iest 
dwóch tylko punktów ; więc kiedy liniia pro- 
sta przechodzi przez dwa punkta którekolwiek 
z trzech punktów wymienionych, BENZ tém 
'samóm i przez punkt trzeci, i będzie prostopa- 
dła do cieciwy. 
are Ponieważ z punktu wziętego na linii 
prostóy, nie można więcćy prostopadłych do 
téy linii wyprowadzić, tylko iednę (55), wiec 
prostopadła ze środka cieciwy wyprowadzona 
przechodzi przez środek koła, i dzieli łuk do tey 
cięciwy należący na dwie równe części. 
r10, Zcie Z tego też twierdzenia wypada, 
że chcąc podzielić łuk na dwie równe części, 


x 
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trzeba ze środka cieciwy tego łuku wyprowadzić 
prostopadła , aż do przecięcia sie z łukiem da- 
nym ; albo też w kole danćm przez środek cię- 
ciwy łuku danego do podzielenia poprowadzić 
promień, albo nakoniec poprowadzić promień 
prostopadły do cięciwy łuku danego. 'Tymże 
sposobem postępuiąc można będzie łuk podzie- 
lić na części równych 4, 8,16 it.d. 

111. Zagąd. FVykreślić koło, którego- 
by okrąg przechodził przez trzy punkta „4, 
B, C dane nie w prostey linii. fig. 55. 

Rozwiąz.  Złączywszy punkt A z punktem 
B, i punkt B z punktem C liniiami prostemi AB, 
BG, i linią AB w punkcie D , limia BC w pun- 
kcie E podzieliwszy nadwie części równe; zpun- 
ktu D i E wyprowadźmy dwie prostopadłe DF, 
EG, pierwszą do AB, druga do BC: dwie te pro- - 
stopadłe , podług tego cośmy powiedzieli wy- 
żey (63), dostatecznie przedłużone, zeyda się z 
soba w punkcie S: punkt S bedzie środkiem, a 
odległość iego od któregokolwiek z trzech pun- 
któw danych, będzie promieniem koła szuka- 
nego: gdyż punkt S$ uważany na prostopadłćy 
DF , iest w równey odległości od dwóch pun- . 
któw A i B (50): tenże sam punkt S uważany 
na prostopadłćy EG, iest w równóy odległości. 
od dwóch punktów Bi C. "Trzy wiec odległo- 
ści, AS, BS, CS są miedzy sobą równe: a zatóm 
ze środka S promieniem AS nakreśliwszy koło, 
ekrąg tego koła przeydzie przez punkta A, B, C. 

12. Uwaga 1. Ponieważ liniie AB,BG 
są w kole szukanćm cięciwami w punktach D 
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i Ena dwie równe cześci podzielonemi, Środek 
tego koła powinien się znaydować tak na pro- 
stopadłćy DF, iako też na prostopadłćy GE (109), 
to iest, na spólnćm tych dwóch liniy przecięciu 
S: a że liniie proste w jednym tylko punkcie 
przecinać się moga, więc tylko ieden iest punkt 
Smogący być środkiem koła szukanego. Toż sa- 
mo koło nie może mieć innego promienia, tylko 
liniią AS: bo wziąwszy za promier: liniią krótszą 
lub dłuższa od AS; i z punktu S promieniem tym 
nakreśliwszy koło, okrag tego koła nie przey- 
dzie przez punkta A,B,C: co iest przez się wi- 
doczna. 

A stąd wypada ród, że przez trzy dane 
punkta iednego tylko koła okrąg przechodzić 
może; 2re, że gdy okręgi dwóch kół maią trzy 
punkta spólne, dwa te koła są iednćmże kołem; 
Zcie, że zatóm okregi dwóch kół nie moga sie 
z sobą przecinać tylko we dwóch punktach. 

Uwaga 2. Gdyby trzy punkta A, B, G, 
dane były w linii prostćy, na ten czas dwie pro- 
stopadłe DF, EG byłyby od siebie równoodle- 
głe (58), a tém samćm zeyśćby się z sobą nie 
mogły : a że punkt ich zeyścia się iest środkiem, 
a iego odległość od któregokolwiek z trzech 
punktów danych, iest promieniem koła szuka- 
nego;w tym więc przypadku, niemogąc mieć ani 
środka, ani promienia, byłoby rzeczą niepodo- 
bna wykreślić koło szukane. A zatćm przez trzy 
punkta dane w linii prostćy, okrąg iednego ko- 
ła przechodzić nie może. Co i ztego względu 
iest rzeczą widoczną, że liniia prosta z okrę- 
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giem koła trzech punktów spólnych mieć nie 
"może (105). ` 

113. Zagad. Maiąc dane koło, znaleźć 
ïego środek. f 

Rozwiąz. Na okręgu danego koła wzia- 
wszy trzy punkta od upodobania A, B, ©, fig. 
55. i złączywszy ie liniiami prostemi AB, BC, 
ze środków tych liniy D i E, wyprowadzam dwie 
prostopadłe DF, EG, pićrwszą do AB, drugą ` 
do BC, przecinające sie z sobą w punkcie S$: 
punktS będzie środkiem szukanym danego koła. 

114. Twierd. Z punktu któregokolwiek 
C fig. 56. wziętego na okregu koła poprowadzi- 
wszy CA. prostopadłą do promienia SC, przez 
ten punkt C przechodzacego , prostopadła ta 
dò promienia będzie styczną koła. I odwro- 
tnie, styczna z któregokolwiek punktu wzięte- 
go naokregu poprowadzona,iest prostopadła 
do promienia przechodzącego przez punkt 
zetknięcia się słycznóy z kołem. 

Dowod.. Wziąwszy iakiekolwiek punkta 
D,Eit.d. na prostopadłćy AB, i złączywszy ie 
ze środkiem koła S liniiami prostemi DS, ES, 
liniie te iako pochyłe do linii AB sa dłuższe od 
prostopadłćy SC (47). A że punkt C znayduie 
sie na okregu; wiec punkta D,E i t.d. znay- 
dować się masza za okregiem. Liniia zatém AB, 
ieden tylko punkt C mia z okręgiem spólny: in- 
ne zaś wszystkie ićy punkta są za okręgiem: więc 
*liniia ta iest styczna z kołem (104). 

Odwrotnie. Styczna z kołem AB iest pro-. 
stopadła do promienia SC przechodzącego przez 
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punkt zetknięcia się C: Gdyż ponieważ styczna 
` AB ma tylko ieden punkt C na okregu, inne 
zaś wszystkie ićy punkta są za okręgiem ; więc 
ze wszystkich liniy prostych, które z punktu S 
do styczney AB prowadzić można, naykrótszy 
iest promień SC: ten bowiem kończy się na o- . 
kręgu, gdy tym czasem inne wszystkie, iak są 
. np. SD, SE, wychodzą za okrąg. Gdyby więc 
_ promień SC nie był prosropadły do stycznćy 
AB, tedy inna którakolwiek liniia z punktu S 
do linii AB poprowadzona, dłuższa od promie- 
„nia SC, byłaby do linii AB prostopadła, co być 
nie może (47). ' | 
115. FV/niosek. Stad wypada 1ód, że 
przez punkt C dany na okręgu koła, nie można 
więcćy stycznych wyprowadzić , tyłko iednę z 
gdyż styczna ta powinna być prostopadła do 
promienia SC, przez dany punkt przechodzące- 
go: a z pankta © dolinii SC nie można wypro= 
wadzić dwóch prostopadłych, różnych od sie- 
bie (55); 2re Ze przez dany punkt na okręgu 
* koła, chcąc wyprowadzić styczna z kołem, trze- 
ba z danego punktu wyprowadzić prostopadłą 
do promienia przez tenże dany punkt przecho- 
dzącego. | 
"(116. "Twierd. Dwa łuki iednegoż kota 
zawarte między dwiema cięciwami od. siebie 
równoodległemi, lub zawarte między cięciwą 
i styczną od nićy równoległą , są'sobie równe. 
Dowod. 1ód. Niech będa dwić cieciwy 
AB, GD, fig. 57. od siebie równoległe: popro- 
wadziwszy promień $G prostopadły do cięciwy 
io 2: 
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CD, promień ten bedzie razem prostopadły i 
do cieciwy AB iako równoległćy od CD (61), i 
_ punkt G bedzie środkiem tak łuka CGD; iako 
też łuku AGB (108): będzie zatém łuk CG = 
DG, łuk AG—BG: odiawszy strony równania 
drugiego, od stron równania 'pićrwszego, zosta- 
nie 0G6—AG— DG—BG; czyli CA—= DB; to 
iest, łuki zawarte między dwiema cięciwami od 
siebie równoległemi , sa sobie równe. 

are Niech będzię cięciwa IK równoległa 
od styczney EF: przez punkt zetkniecia się H, 
poprowadziwszy promien SH, promień ten be- 
dzie prostopadły do stycznóy EF (114), i do cie- 
ciwy IK iako równoległćy od EF; a tém samém 
łuk KHI iest podzielony w punkcie H, na dwie 
równe części (108); będzie więc łuk IH= KH, 
to iest, łuki zawarte między styczną i cięciwa 
od nióy równoległa są równe. 

117. Twierd. "Wiećrzchołki S, s, dwóch 
katów równych ASB, as% fig. 58. wziąwsży za 
środek koła, i śakikotwiek promieniem na- 
króśliwszy łuk ACB przecinaiący ramiona kąta 
ASB, w punktach A i B, i tymże samém promie- 
niem nakróśliwszy łuk acb przecinaiący ramio- 
na kąta asb w punktach aib; łuki ACB, acb 
zawarte między ramionami tych dwóch ką- 
tów równych, będą sobie równe; i odwrotnie, 
ieżeli łuki kół równych zawarte między ra- 
mionami dwóch kątów maiących swoie wićrz- 
chotki w środku kół, są sobie równe; kały te 
będą także równe. 

Dowod. Poprowadziwszy cięciwy AB, ad, 

Dn j 0 
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3 
w dwóch tróykątach ASB, asb: kat S—s, boki 
AS, BS, równe bokom as, bs, iako promienie, 
z założenia; więc dwa te tróykaty przystana do 
siebie (24), a w sczególności cieciwa AB= a% ; 
a zatém i łuki ACB, ach są równe (106). 

Odwrot, Jeżeli łak a5—AB , bedzie kat 
asb = ASB: bo ponieważ łuki te sa równe, więc 
i cięciwy ich AB, ad są równe (106), a że i 
promienie SA ,SB, sa, sb, są między sobą równe 
z założenia ` wiec dwa tróykąty ASB, asb przy- 
stana do siebie (28), a w sczególności kąt ASB 
= asb. | 

118. Twierd. Wićrzchołki O, o, fig. 59- 
dwóch iakichkolwiek katów AOB, aob wziawszy 
za środek, i iednymże promieniem nakreśliwszy 
dwa łuki, któreby przecinały ramiona dwóch 
danych katów w punktach A,B, a,b; będzie 
stosunek kąta AOB do kąta aob, równy sto- 
sunkowi łuku AB do łuku ab; to iest, tyle ra- 
zy kąt ieden bedzie wiekszy lub mnieyszy od * 
drugiego, ile razy łuk zawarty między ramiona- 
mi kąta pićrwszego , iest wiekszy lub mnieyszy 
od łuku zawartego miedzy ramionami kąta 'dru- 
giego: czyli, będzie AOB: aobx=AB: ań, 

Dowod. Moga tu być dwa przypadki, al- 
bo łuki AB, ab są ilośeiami spółmiernemi , albo 
nie spółmiernemi. ród Jeżeli łuki AB, ab, są 
ilości spółmierne, daymy na to, żełuk AB ma 
takich cześci 4, iakich łuk ab ma 2. Podzie- 
liwszy łuk ab na dwie cześci równe w punkcie 
c, a luk AB na cztćry części równe w punktach 
C, D, E, i poprowadziwszy promienie oc; OC, 
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OD, OE, katy aoc; cob, AOC, GOD, DOE, 
| EOB, są między soba równe, podług twierdże: 
nia poprzedzającego. A zatóm kąt AOB, składa 
się ze cztćrech takich kątów, zjakie h dwóch skła- 
da się kąt aob: wiec kąty te måia się do siebie, 
iak 4 do 2. Czyli, AOB: aob 24: 2. A że po- 
dhig założenia, ht AB: ab=4: 2; wiec AOB: 
aobzZAB: ab; to iest, kąt AOB do kata aob ma 
sie iak łuk ABzawarty między ramionami igo, do 
luku ab zawartego między ramionami kąta 2g0. 
2re Jeżeli łuki AB, ab, fig. 60. sa niespół- S 
mierne, bedzie także 
AOB: tobas Ab bb W A. 
Jeżeli ta proporcya iest fałszywa, tedy osta- . 
tni wyraz ab iest albo zamały, albo zawielki do 
uczynienia proporcyi :trzy bowiem pićrwsze wy- 
razy proporcyi, mogą być iakiekolwiek. 
Weźmyż naprzód łuk asc>ab, i niech bẹ- 
dzie, ieżeli być może 
AOB: aob = AB: as 
Podzielmy łuk AB na cześci równych 2,4, 
, 8 itd. (110), aż póki nie doydziemy do części 
mnieyszych od łuku bs. Przenieśmy potóm czę- 
ści te mnieysze od łuku ds na łuk ab, poczyna-- 
iąc od punktu a kub. | 
„ Ponieważ łuki ab, AB. są niespółmierne , 
więc punkt podziału nie może przypaść na punkt 
b, lecz padnie albo z prawćy strony punktu b, 
rip. w punkcie c, albo zlewćy strony, np. W 
punkcie ć. Poprowadziwszy promień oc, kąty 
aoc, AOB obeymuiące ramionami swemi tuki 
ac, AB spółmierne z wykreślenia , maią się do 
5* 
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siebie iakte łuki, podług 1szćy cześci ninieysze- 
go twierdzenia; to iest, aoc: AOB = aç: AB. 
A że podług przypusczenia AQB: aob — AB: as; 
wiec rozmnożywszy przez siebie wyrazy odpo- 
wiadaiące „w tych dwóch proporcyach , bedzie 
aoc X AOB: AOB X aob zac X AB: AB X as. 

Podzieliwszy dwa pićrwsze wyrazy przez 

AOB, a dwa drugie przez AB , bedzie’ 
aoc:.aob zac: as. l l 

Lecz kat aoc> aob; łuk zaś ac < as zwy- 
kréšlenia; to iest, w ostatnićy proporcyi poprze- 
dnik, 1go stosunku, wiekszy iest od swego naste- 
pnika; poprzednik zaś 2go stosunku mniéyszy 
iest od swego następnika: a zatém proporcya ta 
iest fałszywa. Proporcya ta powstała ze złożeńia 
dwóch proporcyy poprzedzaiacych, z których 
rwsza goc: AOB = ac: AB iest dowiedziona w 
1szóy Części ninieyszego twierdzenia; druga za- 
tém AOB: aobzZAB: as, w któróy łuk as wzie- 
liśmy wiekszy ad ad, musi być fałszywa. W pro- 
porcyi więc oznaczonćy głoską A ostatni wyraz 
ab nie może być zamały : obaczmy czy nie iest 
zawielki. U 

"Weźmy łuk aś Cab i niech bedzie , ieżeli 
być może, ta proporcya prawdziwa : 
AOB : aab = AB: aś. 

Podzielmy łuk AB na takie cześci równe, 
aby przeniosłszy ie na łuk ad zaczynaiąc od pun- 
ktu a, iedna takowa część skońęzyła się mię- 
dzy punktami ś id, np. w punkcie ć. Popro- 
wadziwszy promien oć, dwa kąty aoć, AOB o- 
beymuiące ramionami swoiemi łuki ac, ABspół- 
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mierne z wykrćślenia , maia sie do siebie iak te 
łuki, podług 1szćy części ninieyszego twięrdze- 
nia; to iest, aoć : AOB =ać: AB; a że podług 
przypusczenia AOB: aob=AB: aś; więc 

aoć X AOB: AOB X aob ać X AB: AB X aś. 

Podzieliwszy dwa pićrwsze wyrazy przez 

AOB, dwa drugie przez AB, bedzie 

aoć: aobz=zać: aś; co być nie może: gdyż 
kat aoć X aob; łuk zaś ać > aś z wykreślenia: 
wiec i proporcys ta: AOB: aob = AB: aś, w 
którćy wzieliśmy łuk aś < ab, iest fałszywa. 

W proporcyi zatóm A ostatni wyraz ab nie 
może być ani zamały, ani zawielki do uczy- 
nienia proporcyi ; a tém samém wyraz ten iest 
takim, iakim być powinien; to iest , proporcya 
ta AOB: aob —AB: a, iest prawdziwa. 

Czy więc łuki są spółmierne, czy nie spół- 
mierne, zawsze katy maia się do siebie, iak 
łuki zawarte między ich ramionami. 

119, Wniosek 1. Ponieważ stosunek hi- 
ków AB, aż, równy iest stosunkowi katów AOB, 
aob; więc gdy sie katy AOB, aob powiększą 
lub zmnieyszą w iakimkolwiek stosunku, łuki 
także AB, ab powiekszą sie, albo zmnieyszą w 
tymże samym stosunku; i odwrotnie, za powie- 
kszeniem lub zmnieyszeniem łuków AB, ab, 
kąty także AOB, aob powiekszą się alho zmniey- 
szą., Łuki więc te moga być użyte za miarę wiel- 
kości kątów. Przeto też miarą kąta iest čuk 
między iego ramionami zawarty , należący 
dlo kota, którega środek iest wierzchołkiem 
tego kąta. : 
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Byłoby w prawdzie rzeczą przyzwoitszą do- 
chodzić wielkości katów , za pomocą kata ia- 
kiego wziętego za iedność , niżeli za pomocą 
łuków, I tak zp. wziąwszy kąt prosty za 1, kąt 
estry, iako mnieyszy od prostego, byłby mniey- 
szym od iedności, kat roztwarty iako wiekszy od 
prostego , byłby wiekszym od iedności. Lecz 
takowy sposób mierzenia kątów lubo nayprzy- 
zwoitszy , w użyciu iednak nie iest wygodny, dła 
téy naybardzićy przyczyny, że łatwićy iest brać 
równe łuki danym łukom, niż równe katy da- 
nym katom, W takowym sposobie mierzenia 
katów, mówić np, że łuk AB iest miarą kata 
AOB, iest to samo co mówić, że kąt AOB taką 
iest częścią kąta iakiego wziętego za 1, iaką cze- 
ścią iest łuk AB łuku zawartego miedzy ramio- 
nami kąta wziętego za 1,i który iest cześcia o~ 
kręgu koła maiącego swóy środek w wićrzchot- 
ku tegoż kata. 

120. 2. Miara kąta prostego, któryby 
nayprzyzwoicićy było wziąć za iedność do mie- 
rzenia kątów, iest czwarta część okregu : gdyż 
wićrzchołek S fig. 56. kąta prostego FSG wzią- 
wszy za środek i promieniem iakimkolwiek 7p. 
SG nakrćśliwszy koło ; przedłużmy FS do. H; 
będzie FH średnica tego koła (101); a zatém 
FGH iest połową okręgu: a że kąt GSF==GSH- 
iako proste, więc i łuk FG—=GH iako miary 
kątów równych. Łuk przeto FG iest połową 
pół okregu FGH, czyli czwartą częścią okręgu: 
całego. ż 

Miarą zatóm kata ostrego będzie łuk mniey- 


` 
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szy od czwartéy-części okregu: miarą kąta roz- 
twartego będzie łuk większy od czwartćy. czę- 
ści okregu. ? 

121. 5. Z twierdzenia poprzedzaiaceśo 
wypada także, że chcac dany kat podzielić na 
iakakolwiek liczbe cześci równych, dosyć iest 
łuk służący mu za miarę podzielić na tyleż cze- 
ści,i punkta podziała połączyć liniiami proste- 
mi z wićrzcholkiem kąta: liniie te podzielą kąt 
dany na cześci szukane. 

Uwaga. Widzieliśmy wyżćy. (110), że łuk 
dany podzielić można na części równych 2,4, 
8,16 it.d. Wiec na te same cześci równe mo- 
żna także podzielić dany kąt, iak to iuż innym" 
sposobem okazaliśmy wyżćy (46). Co się tycze 
dzielenia łuku nia inne części równe, iak zp. na 
3,5,6 itd. do tego potrzeba wyższych wiado- 
mości , niżeli są te, które w Jeometryi elemen- 
tarnéy moga być mniesczone : i kąt więc na ta- 
kie części równe ieometrycznie dzielonym być 
nie może, wyłaczywszy. tylko nie wielką liczbe 
przypadków sczególnych, które późnićy wymie- 
niemy. i a 
122. Twierd. IY dwóch kotach równych 
lub w jednymże kole łuk większy, ma większą 
cięciwę ; i odwrotnie: (byleby łuki, o których 
mowa, były mnieysze od półokregn). . ` 

Dowod. Niech bedzie fig. 61. łuk CB > 
BA, trzeba dowieśdź, że cięciwa CB>BA. Ja- 
koż poprowadziwszy promienie SA, SB, SC, w 
dwóch tróykatach BSC, BSA: boki BS, CS pićr- 
wszego równe są bokom BS, AS drugiego uóy- 
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kata: a Że kat BSC> BSA, bo miarą pićrwsze- 
go iestłuk BC z założenia wiekszy od łuku BA, 
który iest miarą kąta drugiego; więc i bok BC 
przeciwny kątowi większemu iest wiekszy od 
boku AB przeciwnego kątowi mnieyszemu (27); 
czyli, cieciwa BO>BA. 

Odwrotnie. Jeżeli cięciwa BC'S AB, bẹ- 
dzie łuk BC > AB: gdyż w dwóch tróykątach 
BCS, ABS, boki BS, CS pićrwszego równe są 
bokom BS, AS drugiego tróykąta; a że bok trze- 
ci BC>AB z założenia, wiec i kąt BSC > ASB 
(27), a tém samém i łuk BC> AB. (oy 


(*) Dowodzenie to zasadza się na agićy części 
twierdzenia podanego wyżey.(27), gdzie przez 
wzgląd na to, aby ile możności ułatwić dla 
poczynaiących początkowe wiadomości Jeome- 
tryi, użyliśmy dowodzenia łatwego w prawdzie, 
lecz które nie iest tak ścisłe, iak następujące: 
Jeżeli we dwóch tróykątach ABC, abc fig. 14., 
bok AB—=ab, bok BC—=bc, a bok AC > ac; 
będzie kąt B>b. Jakoż gdyby kąt B nie był 

sviękiz y od kąta b, byłby albo mu równy, albo 
od niego mniejszy. FV 1wszym przypadku dwa 


te tróykąty przystałyby do siebie (24), a tem 


samém byłby bok ac=AC, ço być nie może, 
iako przeciwne założeniu. MV agim przypa- 
dku byłby bok ac> AC, podług 1wszey części 
ninieyszego twierdzenia ; co się także sprze- 
ciwia założeniu, a tćm samem być nie może. 
Kiedy więc kąt B nie może być ani równy ką- 
towi b, ahi od niego mnieyszy, więc musi być 
od niego większy. 
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123. Uwaga. Twierdzenie to ma tylko 
mieysce w tenczas, gdy łuki sa mnieysze od pół- 
' okregu; łuki zaś większe od półokręgu, maig 

przeciwną własność ; to iest im większy iest ħuk, 
tóm iest mnieysza cięciwa, i odwrotnie: i tak łak 
AFCOB>AFC: a cięciwa pićrwszego AB mniey- - 
sza iest od R cięciwy K iaa łuku. 3 Z 

124. Twierd. Dwie cięciwy równe są w 
równóy od środka koła odległości: a z dwóch 
cięciw nierównych. mnieysza iest w większóy 
ed środka koła odległości. i 
i Dowod. 1ód Niech bedzie fig. 62. cięci- ` 
wa AB= CD: ze środka S spuściwszy dwie pro- 
stopadłe SE, SG 1wszą do AB, 2ga do CD, i po- 

rowadziwszy promienie SA, SC, w dwóch tróy- 
atach SAE, SCG prostokątnych, iest bok SA— 
SC, iako promienie; bok AE = CG, iako poło- 
wy dwóch cięciw równych (108): a zatém dwa 
te tróykaty przystana do siebie (52), a w scze- 
gólności SE = SG : a że SE, SG są odległością 
środka $ od cięciw AB, CD (51); więc cięciwy 
te są w równćy odległości od środka 8. 
are Niech będzie cieciwa CF> AB; łuk CF 
iest większy od łuku AB (122). Na tuku CF wzią- 
wszy łuk CD—=AB, i poprowadziwszy cięciwe 
CD, tudzież ze środka § spuściwszy dwie prosto- 
padłe SH, SG, 1wszą do cięciwy CF, 2ga do 
cięciwy CD; w tróykącie SHI prostokątnym przy 
H, iest SI> SH (87), a tém bardzićy SI -+ IG > 
SH; czyli SG>SH: a że SG—=SE podług iszóy 
cześci ninieyszeg0 twierdzenia; więc i SE>SH; 
| i 
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to iest, odległość mnieyszéy cięciwy od środka 
koła iest większą, niż odległość większćy cięci- 
wy od tegoż środka. 

125, 'Twierd. Kat maiacy swóy wierz= 
chołek na okręgu koła, ma za miarę poto- 
wę łuku zawartego między ramionami. 

Dowod. 1ó0d Niech będzie kąt AGB, fig. 
63. maiący wiórzchołek C na okręgu, i kfar ego 
iedno ramie CB przechodzi przez środek koła 5. 
Poprowadziwszy średnicę DE rownoodległa od 
drugiego ramiona AC, będzie kat ACB—=DSB 
iako jednostronne odpowiadaiące wzgledem 
siecznóy CB i dwóch równoodległych AC, DE. 
A że miara kata DSB iest łuk DB (119), wiec i 
miara kąta ACB iest łuk DB. Łuk DB = CE $ 
iako miary katów DSB, CSÉ równych; łuk CE = 
AD: gdyż są zawarte miedzy cięciwami równo- 
odległemi : więc i łuk DB = AD; to iest, łuk 
AB podzielony i iest w punkcie D na dwie równe 
części; a tém samém łuk DB, będący miarą ką- 
za ACB iest połową łuku AB zawartego 'między 
ramionami tegoż kąta, 

ore Gdy środek koła S znayduie się mię- 
dzy ramionami kąta ACF maiącego wić rzchołek 
C na „okręgu, średnica BC , dzieli kąt ACF na 
dwa inne ACB i BCF, których spólny m ramie- 
niem iest średnica BC. A zatóm podług przy- 
_ padku r1szego miara kata ACB iest połowa łuku 
AB; miarą kata BCF iest połowa łuku BF : wiec 
miarą katów ACB 4+- BCF, iest połowa łuków 
AB Ad BF; czyli miara kata ACF iest poran a łu- 
ku AF zawartego między iego ramionami. - ` 
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>, Zcie ` Gdy środek koła S iest za ramiona- 
imi kąta HCA maiacego wiérzchołek C.na okre- 
gu, kå at HCA=HOB—ACB. Miara kąta HCB 
„ Jiest połowa : łuku HB, podług przypadku 15ZegO. 
Miarą kąta ACB iest połowa łuku AB. Więc 
„miarą kata ÁCB—ACB iest 4HB— + AB; czyli 
miara kata HCA iest 4HB—2AB. A że łuk HB 
——AB—AH, a tém samóm zHB—ZAB=4GAH; 
więc miarą kata HCA iest 5 AH. 

To samo twierdzenie może być dowiedzio- 
me sposobem następuiącym : 

Poprowadziwszy promień SA. fig- 64. w 
tróykącie AGS kat zewnętrzny ASB, równy iest 
dwom. wewnętrznym ACS i SAC naprzeciwko 
leżącym (85). A że kat SAC=ACS : gdyż tróy- 
kat ACS iest równoramienny ; wiec kat ASB = 
2 AGS; czyli kąt ASB==2 ACB: wiec połowa ka- 
ta ASB — ACB. `A tém samém i połowa miary 
kata ASB, czyli połowa łuku AB iest miarą kata 
ACB. | 

Tegoż samego dowodzenia użyć można w 
dwóch innych przypadkach , uważaiąc, że kąt 
ACFiestrówny summie dwóch katów ACB, BCF. 
maiącym za spólne ramie średnice CB, kat zaś 
HCA równy iest różnicy dwóch ;katów HCB i 
ACB maiących za spólne ramie średnice BC. 

126. Wnioski 1. Kat GCH zawarty mię- 
dzy styczna i cięciwą, ma także za miarę poło- 
we łuku CH zawartego'miedzy ramionami: gdyż 
kąt GCH=GOB—HCB. Miara kata GOB ia- 
ko prostego (114), iest połowa półokręgu CHB; 
miarą kąta HCB iest połowa łuku HAB ( 125). 
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wiec miarą kata GCH bedzie połowa łuku CHB, 
ranićy połową łuku HAB: że zaś łuk CHB— HAB 
==CH; a tém samém 4 CHB — 4 HAB = 4 CH; 
więę miarą kąta GCH będzie półowa łuku CH 
nod gość, między ramionami. 

2. Kąt HCM zawarty miedzy cieciwą CH 
i przedłużeniem cięciwy CF, ma za miare poło- 
wę summy łuków należących do tych dwóch 
cieciw , to iest, połowe łuku CH wiecćy poło- 
wą łuku CF: gdyż kąt HCM równy dwom ka- 
tom prostym mnićy katem HCF, bedzie miał za 
miare półokregu mnićy połowe łuku HF; że zaś 
cały okrąg mnićy łukiem HF równa się dwom łu- 
komCHiCF, atćm samém połowa okręgu mnićy 
panna tuku HF, równa się połowie dwóch łu- 

ów CH i CF; więc miarą kąta HCM będzie po- 
łowa łuków CH i i CF. Albo tak: kąt HCM = 
HCG +- GCM; czyli, kąt HOM==HCG +|-FCL: 
gdyż kat FCI = GCM. A że miarą kąta HCG 
iest połowa łaku CH , a miara kąta FCI iest po- 
lówa łuku CF odług wniosku poprzedzaiące- 
go; wiec też i | HCM bedzie miarą PRAWA 
summy tychże łuków. 

127. 3. Kąty E, H, I, fig. 65. maiące wićrz- 
chołki na okręgu, a ramionami swoiemi obey- 
mnuiące tenże sam łuk FCG, sa sobie równe: gdyż 
wszystkich miarą iest połowa łuku FCG. 

128. 4. Kat ACB maiacy wiérzchołek na 
okręgu , a którego ramiona przechodzą przez 
końce średnic ‘y AB, iest prosty: gdyż ma za mia- 
re połowę półokr egu AEB: czyli czwartą częśé 


http://rcin.org.pl 


Część L 77 


okręgu całego ; Co także można okazać sposo- 
bem następuiącym: 

Poprowadziwszy promien SC, w dwóch tróy- 
kątach równoramiennych AOS , BCS , iest kąt 
` SCA—=CAS; kąt SCB= CBS: więc SGA+-SCB 
—CAS +- CBS ; czyli , kąt ACB—=CAS + CBS. 
To iest, w tróykącie ABC, kąt ACB równy iest 
summie dwóch innych katów CAS i CBS; a tóm 
samém kąt ACB iest połową summy wszystkich 
trzech kątów tróykąta ABC: a że Wszystkie trzy 
kąty tróykąta ważą dwa kąty proste (34), więc 
kąt ACB waży połowe dwóch katów prostych, 
czyli waży ieden kat prosty. 

Własność ta zwyczaynie tak się wyraża : 
` kąt w półkolu iest prosty. 

Uwaga. W dowodzeniu pićrwszym spo- 
sobem poprzedzaiąćego twierdzenia wyprowa- 
dziliśmy ważność kąta maiącego wićrzchołek na 
okręgu za pomocą prawdy wyżćy okazanćy, że 
dwa łuki zawarte miedzy dwiema cięciwami ró- 
wnoodległemi są równe. Wzaiemnie prawdę 
tę możnaby teraz okazać za pomocą twierdze- 
nia' poprzedzaiącego : gdyż fig. 65. ieżeli dwie 
cięciwy AB, FC są od siebie równoodległe, po- 
prowadziwszy cięciwe FB, katy ABF, BFG ma- 
ią za miarę połowy łuków AF i BG: a że katy 
te są równe, iako naprzemian ległe wewnetrzne, 
więc i miary ich są równe; a tém samóm łuk 
AF—=BG. i i 

129. -Fwierd.. Kat AOB fig. 66. maia- 
ey wićrzchołek w kole między okregiem 'i śro- 
dkiem koła, ma za miarę połowę łuku AB zaw 


http:/rein.org.pl 


53 | Jeometryi 


wartego między ramionami , więcćy połowe 
łuku DE zawartego między przedłużeniami ` 
ramion. 

Dowod. Z punktu D poprowadziwszy cię- 
eiwe DF równoodległa od BC, bedzie miarą ka- 
ta ADF połowa łuku AF (a 25). Łuk AF>AB. 
+BF, czyli, łuk AF = AB -+ DE, gdyż łuk 0. 
=BF (116), a tém samém 4 AF=GAB--4D 
więc miarą kata ADF iest z AB 5 ED. A b 
kąt ADF==ACB (67), więc miarą kata ACB iest 
polowa łuku AB więcćy połową łuku ED. 

150. Twierd. Kąt AGB fig. 67. maiący 
wićrzchołek za kołem, a ramionami swemi o- 
beymuiący dwa łuki AB, ED, ma za miarę po- 
towe różnicy tychże ENOTA to iest, ma za miarę 
połowę łuku AB, mniéy połową łuku DE. 

Dowod. Z punktu D poprowadziwszy cie- 
ciwe DF równooulegią od BC, będzie miara ka- 
ta ADF=4AF. A że łuk AF=AB—BF, czyli 
łuk AF =AB—DE, gdyż łuk DE—BF ; a tém 
samém Z AF = TAB —4 DE ; wiec miara kata 
`. ADF=4AB — 4 DE: że zaś kąt ADF = ACB 
(6%), wiec miara kąta ACB=3AB—4 DE. 

Ostatnie trzy twierdzenia, moga być także 
następuiącym sposobem dowiedzione : 

Kat ACB fig, 68., maiący wićrzchołek we- 
wnątrz koła;/ig. „NA lub za kołem „fig. 2. lub na- 
okręgu fi fig. 3:3w 1szym przypadku ma za miarę 
połowę summy dwóch łuków AB, ab: w 2gim 
przypadku połowe różnicy dwóch łuków AB, 
ab: w 3cim przypadku połowę łuku AB. 
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„ Dowod. We wszystkich trzech figurach 
poprowadziwszy średnice Dd, Ee równoodle- 
głe pićrwsze od ramion AC, druśie od ramion 
BC ; będzie we wszystkich trzech przypadkach 
kąt DSE—= dSe, iako wićrzchołkiem przeciwle- 
głe; kąt ACB—=DSE (70). Więc łuk DE będą- 
cy miara kąta DSE (119), będzie oraz miarą ka- 
ta ACB. Idzie więc tylko 'o-wynalezienie wa- 
źności łuku DE we wszystkich trzech figurach. 


W przypadku 1wszym, fig. 1. ` 
Łuk DE = AB — AD — BE; j 
łuk de = wd- ad 4 be. ak 
W tych dwóch równaniach dodawszy stro» 

ny odpowiadaiące sobie, bedzie 

DE -+ de = AB + ab — —AD+-ad—BE+- be. 
| Że zaś łuk DE—de, iako miary równych 
kątów DSE, dSe, łuk Kis nił, i łuk BE—że, 
iako zawarte między cieciwami równoodległe- 
mi; więc powyższe równanie zamieni'się "A, 
stępniące : 

2 DE—=AB-- ab. Podzieliwszy obie strony 
przez 2, bedzie 


AB b : 
WNĘCE MOGL AW 
To iest, uk DE, bedący miarą kąta ACB 
maiącego wićrzchołek wewnatrz koła, równy 
iest połowie summy dwóch łuków AB, ab: 


W przypadku agim, fig: 2. 
Łuk DE = AB — AD— BE: 
łuk de = ad + be — ab. A zatóm 
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DE-- de—AB-- ad—AD--be—BE—ab; czyli 
2DĘE—=AB— ab; a zatóm 
AB— ab 
BR an a a Lót zw t pdb Ee y ren 
To iest, łuk DE bedący miara kąta ACB , 
który ma wićrzchołek'za kołem, równy iest po- 
łowie różnicy łuków AB, ab. 


W przypadku 5cim, fig. 3. 
Łuk DE=AB—AD—BE;łuk de=Cd-+-Ce:wiec 
DE -+ de=AB-+- C(d—AD + Ce—BE; czyli, 
2DE=AB: gdyż Gd=AD, Ce—=BE : więc 


AB 
„PB zi . To iest , łuk DE będący miarą 


kata ACB, Ye ma wićzchołek na okręgu, ró- 
wny iest połowie łuku AB. 


Uwaga. Równania oznaczone głoskami 
A ïB różnią się tylko znakiem ostatniego wyra- 
zu,który iest w równaniu A przydayny, w równa- 
niu B uiemny. Dwa więc te równania możnaby 
-~ ABÆ ab 
tak wyrazić : łuk DE=———. 
Że zaś w przypadku 3cim nie masz łuku ab, 

czyli, co na iedno wychodzi, łuk ab==0; więc 
w przypadku tym ostatni wyraz + ab == o; bẹ- 


AB 
dzie więc łuk DE = rze 


131. Zagad. Z końca daney linii AC, 
fig: 65., wyprowadzić prostopadłą, inie prze- 
dłużaiąc daney linii, iak wymaga sposób po- 
dany wyżćy (53). 

Roz- 
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'. Rozw. Z punktu któregokolwiek $ wziete- 
go za daną liniią nakrćślić koło, któregoby okrag 
dlana liniią przecinał w punkcie A ; przez pun- 
kta A i S poprowadzić linią prostą AB, przecina- 
iaca się z okregiem w punkcie B; punkta B i G 
ziłączywszy linia prosta BC, łiniia ta bedzie pro- 
sitopadła do AC: gdyż kąt ACB iest prosty (128). 

Zagad. 2. Z punktu A fig. 69. danego 
zia kołem poprowadzić styczną koła. 
Rozw. Środek danego koła S złączywszy 
z. punktem A liniią prostą SA, i podzieliwszy ia 
w punkcie C na dwie części równe, z punktu C 
iako ze środka, promieniem CS-wykróślić koło, 
którego okrąg z okręgiem koła danego , przeci- 
ma się w punktach R, T. Punkt R lub T złą- 
czywszy liniią prostą z punktem A, liniia ta bẹ- 
dzie styczną szukana: gdyż poprowadziwszy pro- 
mien ST, kat STA iest prosty (1e8),! a zatóm li- 
niia AT iest prostopadła do promienia ST, a tém 
samém iest styczna danego koła (114) ` 
152. | Twierd. Okregi dwóch kół prze- 
chodzące eraa ieden punkt A, fig. o. linii 
AS która łączy ich środki, maią tylko ten ie- 
den punkt A spólny , w którym się stykaią: i 
odwrotnie, gdy się okregi dwóch kdł stykaią, 
„środki ich i punkt zetknięcia się są na ie- 
dnóy linii. i 
Dowod. Środki tych kół mogą być albo 
z jednćy strony punktu zetknięcia sie A, iak są 
8, s; albo ieden z jednćy, drugi z drugićy stro- 
ny tego punktu, iak są S, é W rwszym przy- 
padku na okregu koła większego, y Ait iaki- 


> http://rcin.org.pl 


R 
82 t Jeometr Ke i 
kolwiek punkt O, i z punktu tego do środków 
S,s dwóch kół poprowadziwszy liniie proste 
CS; Gs; w tróykącie Ss, iest 
Ss m Ćs > CS (22), czyli Ss + Cs > AS; Gy 
Ss + Cs > Ss+-As, Odiąwszy po obu stronach 
Ss, zostanie Ćs>As. To iest, liniia Cs wieksza 
iest od As, promienia koła mnieyszego, a tém 
samém punktC musi być za okręgiem tego koła. 
W przypadku 2gim , kiedy Środki S,ś są 
po obu stronach punktu A, na okręgu koła wy- 
krćślonego promieniem AS, wziąwszy którykol- 
wiek punkt C; i poprowadziwszy liniie proste 
CS, Cé; w tróykącie US$, iest C5--CS>S5; czyli 
Cs -AS > AŚ + AS: a zatóm CS >AS. To iest: 
liniia C$ dłuższa iest od promienia A$; a tóm sa- 
měm punkt C.musi być za okręgiem koła wy- 
króślonego promieniem AŚ. | 
Odwrotnie. Jeżeli okręgi dwóch kół sty- 
kaią sie z soba w punkcie A, Środki ich i punkt 
zetknięcia sie, są na iedney linii: gdyż z punktu 
zetknięcia sie A w yprowadziwszy styczną AT; 
linia ta prostof»: adta bedzie do pr omieni AS, S 
As (114), i wzaiemnie promienie te beda w pun- 
kcie A prostopadłe do linii AT. A. że z , punktu 
A wziętego na linii ATP nie można wiecćy pro- 
stopadłych do nićy w) yprowadzić , tyłko iednę 
(55); wiec w szystkie te trzy promienie , a tóm 
samém i środki kół 8,s, $ zaaydować się muszą 
na iednóyże linii, przez pumkc A przechodzącćy. 
155. Uwaga. W przypadku rszym iest, 
Ss=AS—As; czyli SAs = AS. -W przy- 
padku 2gim, $S==AS+-A$: Gdyby w przypad- 
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534 iszym, Ss ZAS—As, a tém samóm Ss -HAs 


< AS ; na ten czas okregi dwóch kół, nie no- 
głyby się zsoba zetknąć, lecz okrąg koła mniéy- 
szego, byłby zawarty w okregu koła wiekszego. 
Gdyby zaś Ss >AS—As, a tém samém Ss -As 
> AS; na ten czas okręgi dwóch kół, przecię- 
łyby się z soba w punktach C, c, iak iest na fi- 
grze 71. + 

W przypadku 2gim, gdyby S$>AS--AŚ, 
rzeczą icst widoczną , iż okręgi dwóch kół nie 
moglyby się z soba zetknąć. Lecz gdyby była 
liniia SS © AS -+ AS iak iest na fig. 71.; na ten 
czas okręgi dwóch kół, przecięłyby sie z soba 
w punktach F, f 

To iest, okregi dwóch kół nie moga sie z 
sobą przeciąć; +04, gdy odległość ich środków 
powiekszona iednym promieniem, albo sie ró- 
wna promieniowi drugiemu, albo iest od niego 
mnieysza; 2re, gdy odległość środków iest al- 
bo równa summie dwóch promieni, albo od nićy 
większa. Gdy zaś odległość środków powiększo- 
na promieniem mnieyszym, wieksza iest od pro- 
mienia drugiego ; albo gdy odległość środków, 
mnieysza iest od summy dwóch promieni; na 
tenczas okregi dwóch kół moga się z soba prze- 
ciąć , byleby w drugim przypadku promień ie- 
den nie był większy od sammy promienia dru- 
giego i odległości środków. 
„Widzieliśmy wyżéy, że króśląc tróykąt, 
kiedy są dane trzy liniie proste maiące być ie- 
go bokami, iedna z nich bierze się za podstawę, 
dwa ićy końce za środki, ą dwie inne liniie da- 
r 6* 
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ne za promienie dwóch łuków , których prze- 
ciecie sie oznaczy wićrzchołek szukanego tróy- 
kata. Lecz przeciecie sie tych dwóch łuków, 
w tych tylko przypadkach nastąpić może , któ- 
reśmy dopićro wymienili, a które wychodzą na 
to samo, cośmy iuż wyżćy powiedzieli (43), że 
trzy dane liniie na boki tróykąata, takie być po- 
winny, aby każda znich mnieysza była od sum- 
my dwóch pozostałych.. 

134. Zagad. , PPykreślić koło, ktorego- 
by okrąg zetknął sie z daną liniią AT w pun- 
kcie A fig. 70.31 przeszedł przez punkt B, da- 
ny za tą liniią AT. 800 

Rozw. Z punktu A wyprowadziwszy AE 
prostopadłą do AT', punkt A z punktem B łączę 
liniią prostą AB, która w punkcie D podzieli- 
wszy na dwie równe cześci, i z punktu D wy- 
prowadziwszy prostopadłą do AB A 
się w punkcie $ z linią AÑ, punkt s będzie środ= Ć 

, kiem, aliniia Aś promieniem koła szukanego. 
Jakoż środek tego koła powinien się znaydo= 
wać tak na linii AE, która iest w punkcie A. 
prostopadłą do stycznóy AR(152), iako też na - 
linii Ds (109), która iest prostopadła ze środka 
cięciwy AB wyprowadzona : wiec środek ten 
znaydować się bedzie na spólnóm tych dwóch 
liniy przecieciu, którym iest punkt $. 

135. Zagad. Maiąc dane koło AFH, 
fig: 70: i punkt za niem B, wykreślić drugie 
koło, któregoby okrąg przeszedł przez punkt 
B, i zetknął się z okręgiem koła danego w 
daném punkcie A. 
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Rozw. | Punkt A z punktem B złączywszy 
liniią prostą AB, i że środka D linii AB wypro- 
wadziwszy Dś prostopadłą do AB, przez środek 
s danego koła i przez punkt A prowadze liniją 


poż sA, aż do przecięcia sie z liniią Dé w pun- 


cie ś; punkt ś będzie środkiem, a liniia AŚ pro- 
mieniem koła szukanego: gdyż tak prostopadła 
Ds ze środka cięciwy AB wyprowadzona, iako 
też i liniia As środek danego koła z punktem A. 
łącząca powinny przechodzić przez środek koła 
szukanego : środek zatóm ten należąc do: obu- 
dwu liniy , znaydować się musi na spólnćm. ich * 
przecięciu, którem iest punkt ś.. 

156. Zagad. Na linii danćy AB'fig.72. 
wykreślić adcinek koła w którymby, się zmie- 
ścił kąt równy danemu. 

Rozw. Przez punkt A, linii AB prowa- 
dze linia AD , któraby z liniią: AB czyniła kąt 


"DAB równy danemu, Króśle potém koło, któ- 


regoby okrąg przeszedł przez punkt B i zetknął 
się z liniia AD w punkcie A (154), odcinek ABE 
jest szukany: gdyż kąt BAD zawarty między cię- 
ciwą AB i styczną AD maiący za miarę połowę 
łuku AFB (126), równy iest katowi ACB umie- 
sczonemu w odcinku koła ABE i maiącemu za 
miare połowę tegoż łuku AFB (125). 


ROZDZIAŁ VI 


o Powierzehni wielokątów. 


137. W tróykacie iakimkolwiek ACB /zg. 


_ 73. a wierzchołka kąta przeciwnego podstawie 


l 
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AB, spuściwszy CD prostopadłą do AB, prosto- 
padła ta zowie się wysokościa tego tr óykątkć 


Prostopadła ta CD , może paść albo we- 
~- wnatrz tróykąta, iak iest HATA r; albo zewnatrz 
"na przedłużenie podstawy AB, iak iest na fig. 2 
albo też na sam koniec A podstawy AB; iak TH 
na fig.3; a w tym przypadku bok CA iest wy- 
sokością tróykata. 


W Równoległoboku ABCD fig. 74. wzią- 
wszy którykolwiek bok, zp. AB za podstawę; i 
z któregokolwiek punkta wziętego na boku CD 
przeciwnym podstawie spuściwszy prostopadłą 
FE do podstawy AB, prostopadła ta nazywa się 
. wysokością równoległoboku. 


Ponieważ kwadrat i prostokąt ma wszystkie 
kąty proste (81), wiec wziąwszy którykolwiek 
ich bok za podstawę , bok drugi przyłegły pod. 
stawie będzie wy 'sokością kwadratu lub prosto- 
kąta. A że kwadrat ma wszystkie boki równe; 
więc wysokość kwadratu równa iest iego pod” 
stawie. 

158. Twierd. Doa iakiekolwiek równo- 
ległoboki maiące równe podstawy i wysoko- 
fci, maia równe powierzchnie: 


Dowod. Wystawmy sobie, że a atoa 
bok. ABEF fig.75. iest położony na równoległo- 
- boku ABCD;tak aby ich podstawy do siebie przy- 
stały : ponieważ te dwa równoległoboki maia 
* równe wysokości, więc bok EFrównoodległy od 
podstawy AB drugiego, padnie.na bok CD ró- 
wnoodległy od podstąwy AB pićrwszego równo- 
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„ legloboku (74); inne zaś dwa boki AF, BE, we- 


ziną położenie albo takie iak iest ma /ig. 1 ; albo 
iak iest na fig. 2; albo też iak iest na fig. 3. 

W przypadku r: w dwóch tróykątach ADF, 
BCE, bok AD = BC, bok AF—BE, iako boki 
przeciwnew równoległobokach (79). Nadto kąt 
DAF—GBE , gdyż ramiona ich są równoodle- 
głe i rozchodzą się w jednęż stronę: więc dwa 
te tróykaty przystana do siebie , a tém samém 
powićrzchnie ich sa równe; czyli tróykąt BCE 
==ADF: więc ABED—BCE=żABED— ADF ; 
czyli ABCD—=ABEF. 

To samo iest dowodzenie w drugich dwóch 
przypadkach. 

139. Twierd. . Tróykąt iakikolwiek ABC 
fig. 76. iest połową równoległoboku AD ma- 
iącego te samę podstawę i wysokość. 

Dowod. Z punkta B wyprowadziwszy BE 
równoległa od AC, aż do przeciecia się w pun- 
kcie F z przedłużonym bokiem ED, czworokąt 
ABFCiestrównoległobokiem; a zatćm przekątna 
BC dzieli go na dwa tróykaty ABC, BCF mogą- 
ce do siebie przystać , a tém sarmńóm równe co 
do powierzchni (79); wiee ieden z ich zp. tróy- 
kąt ABC, iest połowa powierzchni obudwu, czy- 
li iest połową powierzchni równoległoboku AF: 
a że równoległobok AF równy iest co do powie- 
rzchni równoległobokowi AD (138), wiec wóy- 


` kat AOBiest połową powierzchni równoległobo- 


u AD. i 
140. Wniosek. Stąd wypada, że dwa 


~ wóykaty maiące równe wysokości i podstawy 


r 
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są równe co do powierzchni: gdyż każdy z/nich 
iest połową równoległoboku maiacego też sa- 
mę wysokość i podstawę co i tróykąty. 

| 141.  Zagad. Dany wielokąt zamienić 
na inny równy danemu co do powierzchni y 
i któryby miat boków mnićy iednym, niż 
wielokąt dany. i 

Rozwiaz. Niechby wielokąt dany hyl pie- 
ciokątem AD fig. 77. który zamienić trzeba na 
czworokąt równy mu w powierzchni. Przez 
wićrzchołki dwóch katów E i € poprowadzi- 
wszy liniią EC , w tróykącie EDC przez wiórz- 
chołek kąta D poprowadzmy liniia DF równo- 
odległą od EC, aż do spotkania sie w punkcie 
F z przedłużonym pieciokąta bokiem AE. Po- 
prowadziwszy liniią CF , czworokąt ABCF be- 
dzie szukany: gdyż tróykąty ECD, ECF podług 
poprzedzaiącego wniosku są równe co do po- 
wierzchni, iako maiące tę samę podstawę i wy- 
sokość (74); a zatóm $ i 

ABCE + ECD=ABCE + ECĘ; czyli ABCDE „7 
=ABCF. a , 

Gdyby w pieciokącię danym ABCDE fig. 
78., kat D był wklesły, wykrćślenie byłoby zu- 
pełnie to samo, co wyżćy ; lecz w dowodzeniu 
zachodzi nieiaka odmianą; okazawszy bowiem 
że tróykąt ECD=— ECF, będzie 

ABCE — ECD = ABCE — ECF ; czyli 
ABCDE =ABCF. -. 

142. Wniosek. Tym'e samym sposobem 
postępując , można czworokąt ABCF zamienić 
na tróykąt równy mu co do powierzchni; i w 

i 
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wgólności każdy wielokąt zamienionym być mo- 
że na tróykąt równy mu co do powierzchni. -I ' 
tak sześciokąt zamieniwszy naprzód sposobem 
wyżćy podanym: na pięciokąt , zamienilibyśmy 
potóm pięciokąt na czworokąt, a czworokąt na 
tróykat. i | 

1453. Twierd. Dwa prostokąty” A C,EG, 
fig. 79. których wysokości są równe, maią się 
elo siebie iak podstawy; to iest, prostokąt ie- 
den tyle razy iest wiekszy lub mnieyszy od dru- 
giego, ile razy podstawa pićrwszego iest większą 
lub mnieysza od podstawy drugiego ; czyli 

ABCD : EFGH — AB: EF. 

Dowod. Podstawy AB, EF, moga być spół- 
mierne lub niespółmierne. W 1szym przypad- 
ku daymy nato, że AB zamyka takich części 8, 
iakich EF zamyka 4. Podzieliwszy AB na 8, EF 
na4 części równe (37), i z punktów podziału wy- 
prowadziwszy prostopadłe do tych podstaw, až 
do przecięcia się z bokami DC, HG przeciwne- 
mi podstawom AB, EF; prostopadłe te podzie- 
lą prostokąt AC na 8,+prostokąt EG na 4 pro- 
stokąty równe między sobą (138), gdyż wszy- 
stkie maia równe podstawy i wysokości. Będzie 
więc ABCD: EFGH = 8:4. Aże AB: EF==z 
8:4: wiec ABCD: EFGH—= AB: EF., | 

W 2gim przypadku , kiedy podstawy AB, 
EF'/ig. 80. są niespółmierne, bedzie także ABCD: 
EFOR- SABERE T 65% ROW, A A 
Jakoż gdyby proporcya ta była fałszywa, osta- 
tni ićy wyraz EF, byłby albo zamały , albo za- 
wielki do uczynienia proporcyi: trzy, bowiem 
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pićrwsze wyrazy moga być iakiekólwiek. Day- 
myż nato, ieżeli być może, że ta proporcya iest 
prawdziwa: 

ABCD: EFGH= AB: Es, w którćy Es > EF. 

Podzielmy AB na cześci równych 2,4, 8. 
it.d., aż póki nie doydziemy do'części mniey- 
szych od linii Fs. Przenieśmy potóm cześci te 
muieysze od linii Fs na liniia EF zaczynaiac od 
punktu E kuF. Ponieważ liniie AB, EF są nie- 
spółmierne ,więc punkt podziału nie może przy- 
paść na punkt F, lecz deda albo z prawćy stro- 
ny np. w punkcie e, albo z lewćy strony, zp. w 
punkcie ć, Z punktu c wyprowadziwszy co pro- 
stopadłą do Es, ażdo przecięcia się z przedłużo- 
nym bokiem GR'w punkcie o, prostokąty EcoH, 
ABCD maia podstawy Ec, AB spółmierne zwy- 
kréślenia, bedzie wiec podług rszéy części ni- 
nieyszego twierdzenia 

EcoH: ABCD= Ec: AB. A że podług przy- 
pusczenia 
ABCD: EFGH—=AB: Es, wiec rozmnożywszy 
w tych dwóch propor cyach wyrazy sobie ódpo- 
wiadaiące , bedzie 
EcoH X ' ABCD: ABCD X EFGH=Ec X AB: 
AB X Es. 

'Podzieliwszy ' dwa piérwsze wyrazy przez 
ABCD , dwa drugie przez AB, bedzie EcoH: 
EFGH= Fc: Es. W tey proporcyi 1wszy po- 
przednik większy iest od swego nastepnika, 2gi 
zaś poprzednik mnieyszy iest od swego nastę- 
pnika podług wykrćślenia : proporcya wieę ta 
iest falszywa. Proporcya ta powstała ze złoże- 
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` nia dwóch proporcyi poprzedzaiących , z któ- 
rych pićrwsza iest wypadkiem rwszóy części ni- 
y nieyszego twierdzenia : druga wiec, w którćy 
ostatni wyraz Es wzieliśmy większy od RF, musi E 
} być fałszywa. A'zatóm w proporcyi A ostatni 
wyraz EF nie może być zamały : obaczmy czy 
nie iest zawielki. Daymy nato że ta proporcya 
ięst prawdziwa: 
ABCD: EFGH—= AB: Es, w którćy F$ < EF. 
Podzielmy AB na takie części równe, aby 
przeniosłszy ie na EF zaczynaiąc od E ku F, ie- 
den punkt podziała padł między ś i F, np. w 
punkcie ć. Z punktu ć Ć wyprowadziw szy ćó pro- 
stopadła do EF aż do przecięcia się z bokiem ; 
HG w punkcie d; prostokąty EćóH, "ABCD ma- 
ia podstawy spółmierne z wykróślenia : będzie 
wiec 
ĘćóH: ABOD—=Eć: AB; a że podług przy- 
pusczenia 
- ABOD: EFGH—=AB: Fx; bedzie wiec CI SHL 
EcóH X ABCD: AMERO REGE XAB: 
ABX Eś. Wiec 


EćóH: EFGH-=Eć: Es. 

W téy proporcyi pićrwszy poprzednik mnićy- - 
szy iest od swego nastepnika, drugi zaś poprze- 
dnik wiekszy iest od swego następnika z wy- 
kreślenia. Proporcya zatóm ta iest fałszywa; a 
więc i proporcya ia poprzedzająca, w którćyo- 
statni wyraz Es wzięliśmy mnieyszy, od EF, musi 
być fałszywa. W proporcyi zatćm oznaczgnóy 
głoska; A. wyraz EF nie może być zawielki. 

Kiedy więc wyraz ten EF nie iest ani za- 
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mały „ani zawielki do utworzenia proporcyi A; 
proporcya zatóm ta iest prawdziwa, to jest, dwa 
prostokąty z równemi wysokościami, maig sze 
iak podstawy, choćby podstawy były ni 'espót-- 
mierne. 

144. Tymże samym sposobem dowieść 
i można, że dwa prostokąiy, których podstawy 
są równe, maią się iak wysokości, Jakoż wzia- 
wszy wy. sokości ich za podstawy , a podstawy za 
wysokości, twierdzenie to niczém niebedzie się 
różniło od 'poptzedzaiącego. 

145. Twierd. Dwa iakiekolwiek pro- 
stokąty, AC, EG fig. 81 maig się iak iloczy- 
ny ich podstaw, przez wysokości : to iest , bę- 
dzie ABCD: EFGH—= AB X BC: EF X FG. . 

Dowod. Na wy 'sokości FG prostokata EG 
wziąwszy FI—BC, i poprowadziwszy IK równo- 
odległą od EF; dyię prostokąty AC, EI, maiące 
równe wysokości, są do siebie tak podstaw y;Po- 
dobnież dwa prostokąty El, EG, maiące równe 
podstawy , są do siebie iak wysokości, to iest 

ABCD: EFIK=AB: EF. 
EFIK: EFGH—= Fl: FG. 

W tych dwóch proporcyach rozmnożywszy 
wyrazy sobie odpowiadaiące, cztćry iloczyny bę- 
dą w proporcyi, to iest 

“ABCD X EFIK : EFIK X EFGH=ABX FI: 
EF X FG. 
| Podzieliwszy dwa pićrwsze wyrazy przez 
EFIK, a dwa drugie przez AB, i w 3cim wyra- 
zie zamiast FI położywszy BC, będzie ABGD: 
EFGH—= AB X BC: EF X FG. 
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' 146. Wnioski 1. Niech bedzie prosto- 
kat AC i kwadrat ac fig. 82. w których bok AB 
„ ma 8 stop, bok BC ma 4 stopy, bok ab ma iedne 
stopę i bok be r stopę. Podług twierdzenia po- 
przedzaiącego iest ABCD: abcd — AB X BC: 
"ab X bc. Zamiast boków położywszy liczby wy- ` 
ważaiące ich ważność w stopach, będzie ABCD: 
abcd — 52: 1. f 
= Wtéy proporcyi ponieważ poprzednik 2go 
stosunku iest 52 razy wiekszy od swego następni- 
ka; więc i poprzednik 1go stosunku iest 32 razy 
większy od swego nastepnika; to iest, powierz- 
chnia prostokąta ABCD zamyka w sobie 52 kwa- 
dratów równych kwadratowi ac: i gdyby po- 
wierzchnia kwadratu ac wzięta była za iedność 
dó mierzenia powierzchni prostokątów , maiąc 
dany iakikolwiek prostokąt, łatwoby znaleźć 
można , ile razy powierzchnia iego zamyka w 
-Sobie powierzchnią kwadratu ac wziętego za ie- 
dność. Na ten koniec dosyćby było zmierzyć 
danego prostokąta podstawę AB i wysokość BC 
w stopach mierniczych , i rozmnożyć liczbę stop 
podstawy; przez liczbe stóp wysokości: iloczyn 
okaże ile razy powierzchnia danego prostokąta 
zamyka w sobie powierzchnia kwadratu ac wzię- 
tego za iedność; czyli, co naiedno wychodzi, 
ile powierzchnia danego prostokąta zamyka w 
sobie stóp kwadratowych : kwadrat bowiem któ- 
rego bok ma stopę mierniczą , zowie się stopą 
kwadratową. A o 
Gdyby kwadrat wzięty za iedność do mie- 
rzenia powierzchni prostokątów, był łokciem , 
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prętem lub sznurem kwadratowym; podstawe i 
wysokość danego prostokąta zmierzylibyśmy 
przez łokcie, pręty lub sznury miernicze ; a wten 
czas iloczyn podstawy przez wysokość okazałby, 
ile powierzchnia danego prostokąta zamyka w 
sobie łokci, prętów lub sznurów kwadratowych. 
A stąd wypada , że powierzchnia prostokąta 
równa żest iloczynowi iego podstawy przez” 
wysokość. 

Prawdę te naocznie okazać można sposo-* 
bem nastepuiąacym: Niech będzie prostokąt AG 
którego powierzchnia zmierzyć mamy. Daymy 
nato, że podstawa AB zamyka w sobie bok ab 
kwadratu abcd wziętego za iedność § razy; wy-- 
sokość zaś BC zamyka w sobie tenże bok ab 4 
razy. Poódzieliwszy AB na 8 części równych, 
BC na 4 cześci równe, i przez punkta podziała 
poprowadziwszy liniie równoodległe od BCi AB, 
powićrzchnia prostokąta AC podzieloną zosta- 
nie przez te liniie równoódległe na 4ry rzędy 
kwadratów równych kwadratowi ac, a każd 
rząd zamyka 8 takich kwadratów: liczba zatćm 
wszystkich kwadratów w powićrzchni prostoką-.. 
ta AC zawartych iest 4 raczy 8 , czyli 32. 

Gdyby wysokość BC zamykała w sobie 5, 
10, 15 it.d. razy , bok ab kwadratu abcd; po- 
wićrzchnia prostokąta AC byłaby podzielona na 
5, 10, 15 it.d. rzędów, z których każdy zamy- 
kałby 8 kwadratów równych kwadratowi ac; a 
tém samém powićrzchnia ta zamykałaby 5, 10, 
15 it.d.razy 8, takich kwadratów, iak iest ac; 
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to iest, powierzchnia byłaby równa iloczynowi >. 
podstawy przez wysokość. | 
|. 147.. 2. Ponieważ w kwadracie wyso- 


kość równa iest podstawie , a zatóćm dla znale- 


zienia powićrzchni kwadratu dosyć iest zmierzyę 
iego podstawe, i znalezioną liczbę stóp, łokci ,, 
lub pretów i t.d. rozmnożyć przez siebie sanę, 
czyli podnieść liczbę te do drugiego stopnia. 
148. 3.  Powićrzchnia równoległoboku 
iakiegokolwiek równa iest także iloczynowi ie- 
'go podstawy przez wysokość: gdyż równole- 
globok równy iest w powićrzchni prostokątowi 
maiącemu te same podstawe i wysokość (13$). 
149g. 4. A zatem równoległoboki maią- 
ce równe wysokości , są do siebie iak podstawy: 
gdyż nazwawszy ieden równoległobok R, drugi 
r., podstawę pićrwszego P, wysokość W, podsta- 
we drugiego p, wysokość W; bedzie powićrz- 
chnia pićrwszego P X W, powićrzchnia drugie- 
go PXW: a zatém bedzie R: r=P XW: p 
XW. W téy proporcyi dwa wyrazy drugiego 
stosunku podzieliwszy przez W bedzie R: r = 
Psp 
Tymże samym sposobem okazać można, że 
dwa równoległoboki maiące równe podstawy, są 
do siebie iak wysokości, maiące różne podsta- 
wy i wysokości, są do siebie iak iloczyny pod- 
staw przez wysokości. s 
150. 5. Ponieważ tróykąt iest połową ró- 
wnoległoboku maiącego tę same podstawę i wy- 
sokość (159); wiec powierzchnia tróykąta równa 
iest połowie iloczynu iego podstawy przez wy- 
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sokość; albo, co na iedno wychodzi, równa ilo- 
<zynowi iego podstawy przez połowę wysoko- 
ści, albo też równa iloczynowi iego wysokości, 
przez połowe podstawy. 
| 151. 6. A zatóm tróykaty maiące równe 

wysokości są do siebie iak podstawy : gdyż o- 
znaczywszy ieden tróykąt głoską'T, drugi ż,pod- 
stawę pićrwszego P, wysokość W, pódstawe dru- 
giego p, wysokość W : będzie powierzchnia 1go 
PXĘW, powierzchnia 2g0 p X 5 W: a zatem 
'T:t=PXĘW: pXĘ4W. Podzieliwszy dwa 
drugie wyrazy przez 4 W ;, będzie T: 4 =P: p. 

Tymże sposobem okazać można, że tróy- 
kąty maiące równe podstawy są do siebie iak 
wysokości; maiące różne podstawy i wysokości, 
są do siebie iak iloczyny podstaw przez wyso- 
kości. 
| 158. 7. Chcąc znaleźć powierzchnią ia- 
kiegokolwiek wielokąta, trzeba go naprzód po- 
dzielić przekątnemi na tróykąty (95), potćm wy- 
rachować powićrzchnia każdego tróykąta po- 
dług Śr i 5 : summa powierzchni wszystkich 
tróykątów będzie powićrzchnią danego wielo- 
skata. f 

153. Twierd. Powierzchnia czworobo- 
ku ABCD , fig. 85. w którym dwa tyiko boki 
„AB, CD są równoodlegte, równa iest iloczy- 
nowi iego wysokości EF, przez połowę sum- 
my dwóch boków równoodlegtych. 

Dowod.  Poprowadziwszy przekątną AC, 
powićrzchnia m czworoboku podzieloną bę- 
dzie na dwa tróykąty ACB, ACD, w KANE 
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ki AB i CD wziąwszy za podstawy | wysokość 
pićrwszego będzie prostopadła z punktu C spu- 
sczona na AB, wysokość drugiego bedzie prosto-. 
padła z punktu A spusczona na GD. Dwie te 
prostopadłe są sobie równe (74), i równe wyso- 
kości czworokątu ABCD:bedzie zatém powierz- 
ehni4 tróykata ACB=EF X 4 AB, powićrzchnia 
tróykąta ACD= EF X4CD (150): więc . 
ACB -+ ACD—EF X 3 AB 4 EF X 4CD: czyli 
ABCD = EF (ZAB +- £CD); czyli się 
ABCD = EF (DE 5 SR. 

154.  Twierd. W czworoboku ABCD ie- 
den z boków nie równoodległych, zp. bok CB 
podzieliwszy w punkcie M na dwie cześci równe, 
i z punkta M popeye MP równoległa od 


AB; bedzie połowa summy dwóch boków ró- 


wnoodległych AB i CD równa linii MP. 
Dowod. Przez punkt M poprowadziwszy 
linia GH równoodległa od AD, aż do przecię- 
cia sie w punkcie G z przedłużonym bokiem 
CD; w dwóch tróykatach CGM, BHM, bok CM 
== BM z wykrćślenia; kąty przy M. równe iako 
wierzchołkiem przeciwległe, kat MCG = 


podług twierdzenia 2g0 0 przystawaniu tróyka- 
tów; a w sczególności CG==BH. Że zaś liniie 
AH, PM, DG, są między soba równe (72), wiec 
2PM—=AH --DG.. W tém równaniu z drugićy 
strony dodawszy BH, a odiąwszy CG, przez co 
sie równanie nie odmieni, gdyż dwie te liniie sa 
sobie równe, z dowiedzenia bedzie 
7 
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(67), więc dwa te tróykaty przystana do siebie 
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sPM==AH 4 BH-- DG—CG; czyli, 2PM 


-AB + DG; a zatćm 


ABCD ERA 


EMS 

$ 1502) PR ; s 
15. Wniosek 1. A zatém powićrzchnią 
*czworobekn ABCD równa iest wysokości iegą 

EF rozimnożońćy przezliniia PM. KAKA | 
2. „Można więc powićrzchnią wielokątą 
jakiegokolwiek AD fig. 84. wynaleźć także spo- 
sobem następującym: przez wićrzchołki katów 
E,C,F póprowadziwszy liniie El, CH, GE ró- 
wnoodległe od AB, powierzchnia wielokata AD 
podzieloną bedzie na czworoboki AG, FC, HI, 
ina tróykąt EDI. Znalazlszy wiec powićrzchnią 
tych czworoboków którym kolwiek z dwóch 
sposobów podanych wyżćy, i dodawszy ie do 


Olic tróykąta EDI, sunma ta równa be- 


„dzie szukany (139). 


`~ 


ie powierzchni danego wielokata. 

156. Zagad. Dany tróykąt zamienić na 
prostokąt lub iakikalwiek równoległobok ro- 
wny tróykątowi co do powićrzchni. 

Rozwiąż. Wykryślmy prostokat lub ró- 
wnoległobok, daiqc mu podstawe równa- pod- 


„stawie danego tróykąta, a wysókość równą poż 


łowie wysokości tegoż tróykąta; albo też daiąc 
mu podstawę równą połowie podstawy danego 
tróykata , a wysokość równa wysokości tegoż 
tróykata: prostokąt ten lub równoległobok bę- 


157. Zagad. Dany prostokat AC fig. 
85. lub równoległobok iakikolwiek zamienić 
nu prostokąt lub równolegtobok inny, równy 
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danemu co do powierzchni, któryby miał za 
„podstawę liniią daną BG. 


Rozw. Podstawę AB danego prostokąta lub ' 


| równoległoboku przedłażmy do G tak aby prze- 
dłużeńie to było równe linii danćy BG, z pun- 
ktu G poprowadziny GH równoodlegtą. od BC, 


aż do przecięcia sie z przedłużonym bokiem DG 


w punkcie H. Poprowadziwszy przekątną. BH, 
i przedłażywszy ia aż do zeyścia się z przed 
żonym bokiem AD w punkcie I, z punktu I 1 po- 
prowadźmy FI równoległa od AG, która z prze- 
dłażonemi bokami CB, HG spotyka się w pun- 
ktach E, F: równoległobok BF iest szukany. 


Gdyż równoległobok DF przez przekatnią . 


HI podzielony iest na dwa tróykąty IDH, IFH, 
równe (79). Tróykat LDH składa się. z równó- 


ległoboku AGC, ztróykata BCH, i z tróykąata. 


ABI; tróykąt IFH składa się z równoległoboku 
BF, z tr óykąta BGH,i z tróykąta 1IBE: a że tróy- 
kąt BCH—= BGH, i tróykąt ABI== IBE; więc i 
równoległobok AC— BF. 

Albo tak: tróykąt CBH = BGH; tróykąt 
ABI — EBI; wiec 
CBH-- ABI =BGH-+ EBI. Tróykąt IDH=FHI. 


od stron tego równania odiąwszy strony równa- - 


nia poprzedzaiącego, zostanie 
| IDH—CBH— ABI=FHI—BGH— EBI; 
czyli AC= BF. 


Uwaga. Tym samym sposobem postąpić 


„należy, chcąc dany kwadrat zamienić na pro- . 
stokąt lub równoległobok równy kwadratowi co w" 


7" 
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do powierzchni, i któryby podstawę miał ró- 
`- wna linii danćy, 
158. Zagad. Maiąc dane dwa prosto- 
h kąty lub sokiekółwiek równoległoboki , wykre- 
słeć ZCi, któregoby powierzchnia równa była 
summie lub różnicy powierzchni dwóch ré- 
wnoległoboków danych, i 
\  Rozwiąz. Dwa dane równoległoboki ma- 
idą albo równe podstawy a wysokości różne; albo 
równe wysokości, a różne podstawy ; albo i pod- 
stawy i wysokości różne. 
j W przypadku 1wszym nazwiymy ieden ró- 
"wnoległobok R, drugi r, podstawę igo P, wyso- 
kość W, podstawę 2g0 P, wysokość w. 
Ponieważ: powierzchnia równoległoboku , 
równa iest iloczynowi iego podstawy, przez wy- 
sokość (148), bedzie wiec R=PXW. r= P 
X w. Strony dwóch tych. równań , naprzód 
dodawszy, potém odiawszy od siebie, będą dwa 
następuiace równania : 
—R-+r=PXW--PX w; Rer=PX W — 
.PXw. Czyli 
R+r=P (W +w): R—r=P (W— w). 
Toiest, summa powierzchni obudwu rówrole- 
globoków równa iest iloczynowi podstawy ie- 
dnego znich przez summewysókości obudwóch; 
różnica powierzchni obudwu' równoległoboków 
równa iest iloczynowi podstawy iednego z nich 
przez różnice wysokości obndwu. 
A zaióm chcąc wykróślić równoległobok 
równy co do powierzchni dwom danym; trzeba 
= mu dać za podstawe liniią równa podstawie ie- 
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dnego z nich, a za wysokość liniią równą wyso- 
kości obudwu: chcąc zaś wykrćślić równoległo- 
'bok, któregoby powierzchnia równa byla różni- 
icy powićrzchni dwóch danych; trzeba mu dać 
'za podstawe linią równą podstawie iednego z 
«danych, a za wysokość liniią równą różnicy wy- * 
.sokości obudwnu. 

W przypadku 2głm, kiedy wysokości dwóch 
«danych równoległoboków sa równe, a podsta- 
wy różne; nazwawszy ieden równoległobok R. 
«drugi r, podstawe iednego P, drugiego p, a wy- 
'sokości obudwu W , i odbywszy działanie iak 
wyżćy, bedzie : 

R+r=W (P +p) R—r=W (P—p).itd. 
W przypadku 5, kiedy dwóch danych ró- 
wnoległoboków i podstawy i wysokości są ró- 
«żne , zamieniwszy ieden z nich na inny równy 
"mu co do powićrzchni, któryby miał za podsta- 
we liniią równą podstawie lub wysokości dru- 
.giego równoległoboku danego; będą dwa ró- 
wnoległoboki maiące równe podstawy , iak w 
przypadku 1, albo równe wysokości iak w przy- 
padku 2. s 
Tymże sposobem postapić należy , chcąc 


„znaleźć prostokąt równy co do powiérzchni sum- 


mie, lub różnicy dwóch danych kwadratów, lub 


_ iednego kwadratu drugiego prostokąta. Lecz 


aby znaleźć kwadrat równy sumie albo różnicy 
dwóch danych kwadratów , sposoby dotąd wy“ 
łożone nie sa dostateczne: ułatwi to iedno z na- 
stępuiących twierdzeń. 

í 
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159g. Twierd. Kwadrat wykreślony na 
linii AB, fig. 86. która.iest summa dwóch li- 
niy ACi BC, składa się z kwadratu wykre- 


'+ślonego na linii AC, z kwadratu wykreślone 


o M) . , Á 4 
go na linii BC, i z dwóch prostokątów, któ- 


„rych bokami przyległemi są liniie AC i BC; 


czyli AB*, albo (AC -+ BC) = AC? -H BC? + 
ACK BC. © - 

Dowod. Na linii AB wykreśliwszy kwadrat 
ABDE,i wziąwszy AH—AQ, przez punkt H po- 


- prowadźmy HF równoległą od AB, przez punkt 


C poprowadźmy CI równoległa od BD. Tym ` 
sposobem. kwadrat AD podzielony został na 4 
cześci: pićrwsza AG iest kwadratem wykrćślo- 
nym na linii AC: gdyż wzięliśmy AH = AC; 
druga FI iest kwadratem wykróślonym na linii 
BC: ponieważ AB=AEFE, AC=AH ; więc AB 
—ACZAE—AH; czyli OB=EH=IG—=GF. 
>» Nakoniec trzecia i czwarta cześć sądwa pro- 
stokąty HI, CF, których boki HG i CG równe 
są linii AC; boki zaś HE i GF równe sa linii BC. 

Albo tak: Liniią AC oznaczywszy głoska 


7a, a liniia CB głoska b, bedzie liniia AB= a 


b. . Więc AR =(a b) (ab); czyli AB* 
= a*+-b* += zab. To iest, kwadrat z Îinii AB 
równy iest summie kwadratów z linii AC i BC, 
więcćy podwóynym iloczynem z ważności linii 


C A, przez ważność linii BO; czyli, co na iedno 


wychodzi , więcćy dwoma prostokątami z linii 
AC i BC. | 
160. Twierd. Kwadrat wykrćślony na 


- linii AB fig. 8q., która iest różnicą dwóch li- 
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-aniy AC, BO, składa się z kwadratu linii AC, 
zz kwadratu nić BC, mniéy dwoma prosto- 

‘` ikatami z liniy AC i BC, czyli 

AB* albo (AC—BCY-=AC*-BQ—2AGXBC. 

+. Dowod. "Na linii AC wykrćśliwszy kwa- 
drat AD, i wziąwszy AH==AB, z punktu H po- 
jprowadźmy HF równoodległa od AC, i z-pun- 
ikta B, poprowadźmy BI równoodległa od CD: 
snakdniećna linii HE wykrćślimy kwadrat LE. 

7, „Łatwo iest okazać , Że LE iest kwadratem 
z linii BC; AG iest kwadratem zdinii AB; że LI 
iest prostokatem z linii AC i BC; Gl iest pro- 
stokatem z linii AC i BG. Od całóy figury 
ACD KLH, czyli od kwadratu zlinii AC i od 
kwadratu z linii BE odiąwszy dwa prostokąty 
LI, CI. czyli dwa 'prostok aty z AC ï BC, zosta- 
nie AG kwadrat z linii AB. 

Oznaczywszy liviie AC, BC głoskami aib, 
i odbywszy działanie iak wtwierdzeniu poprze- 
ENEFA wypadnie AB*—= (a— ù) (a—b); 
czyli AB*—= a * --b*— pab. 
161. 'Twierd, Prostokąt z summy i ró- 
, źnicy dwóch liniy AB; CB fig. 88., równy iest 
różnicy kwadratów z tychże liniy: czyli i 
(AB + BC) (AB — BC) = AB* — BC’. 
Dowod. Wykróśliwszy ha liniach AB, AC | 
kwadrawy AD, AI, przedtużmy. AB do K tak , i 
aby było BK — BC , i dopełniymy prostokąta 
AL: prostokąt ten ma za podstawe liniia AK ró- 
wną summie dwóch danych liniy AB i BC, aza | 
wysokość liniia AE równa różnicy tychże liniy: 
gdyż AE=AF—FE=AB—BC. A zatćm pro- | 
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stokat AL— (AB-|- BC) (AB—BC). Ten sam 
prostokąt AL==AH +- BL; a że BL—FI, co iest 
łatwo okazać; wiec AL==AH-+-FI. „ AH-HFI 
= AD — DI Z AB? ——BC*: gdyż kwadrat DI 
==OB*. Wiec AL==AB*—BC*; czyli (AB-- 
BC) (AB—BC) = AB* — BC? 3» 

|, Oznaczywszy liniie AB, AC głoskami a i 
b, i odbywszy działanie iak wyżćy , wypadnie 
(ABEC) (AB—-BO) = (a 4-6) (a—b) = 
a* — b’. 


162. Twierd. IY tröykącie prostokątnym 
ABC fig. 89. kwadrat AK z przeciw prosto- 
kątney AB równy iest summie kwadratów AH 
í CG z dwóch ramion kąta prostego. 

Dowod. ‚Z wićrzchołka kąta prostego G 
spuściwszy CD prostopadłą do AB, i przedłuży- 
wszy ia aż do przecięcia się z bokiem IK w pun- 
kcie M, poprowadźmy liniie AG, CK: kąt CBG 
==ABK,.bo obadwa prostć : więc kąt GBG +- 
GBA — ABK -+ CBA; czyli kąt ABG —= CBK. 
A zatém w dwóch tróykąatach ABG, CBK bok 
BG—= QB iako boki kwadratu BE, bok AB=BK 
jako boki kwadratu AK, i katy między temi bo- 
kami zawarte ABG, CBK równe: więc dwa te 
tróykąty przystaną do siebie (24), a tém samem 
powierzchnie ich sarówne. Tróykąt ABG iest 
połową kwadratu BE : gdyż maia tę same pod- 
stawe BG, i wysokość CB (74): gdy bowiem ką- 
ty BCA i BCE czynia dwa kąty proste, liniie AC 

«i CEskladaią iedne liniią prosta AE (17), która 
iest równoodległa od BG. Tróykat CEK iest po- 
łową prostokąta BM, gdyż maia tę same jpodsta- 
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we BK, i wysokość BD. Gdy więc połowa kwa= 
dratu BE, równa jest połowie prostokąta BM, 

tóm ŁAD dp i cały kwadrat BE równy iest ARTS 
mu prostokątowi BM. Poprow adziwszy liniie 


-od F do B, i od C dol tym samym sposobem 


dowiedlibyśmy; ż że kwadrat AH równy iest pro- 
stokatowi AM. 

“Lecz summa prostokątów AM i BM czyni 
kwadrat AK; wiec kwadrat AK z pr zeciwptosto- 
kątnóy AB równy iest summie kwadratów AH i 
BE z dwóch ramion kata prostego. 

163. Wniosek 1, Prostokat AM i kwś- 
drat AK maiac te same podstawe Al sa do sie- 
bie iak wysokości AD, AB: podobnież prosto- 
kat BM i kwadrat AK , maiąc te same podstawę 
KB są do siebie iak wysokości. BD'i AB: to iest 
ADMI: ABK AD: AB. BDMK: ABKI = 
BD: AB. W tych dwóch proporcyach zamiast. 
prostokątów ADMI, BDMK położywszy równe 
im kwadraty ACHF , BCEG; bedzie ACHF: 


' ABKT=AD: AB. BCEG : ABKI = BD: AB. 


to iest, kwadraty z ramion kąta prostego , maią 
sie do 'Kwadrafu przeciwprostokątnóy, iak od- 
cinki AD, BD przy ległe tym ramionom, do prze- 
ciw prostoka atnéy. 

164. 2. ADMI, BDMK maiące równe pod- 
stawy, są do siebie jak: wysokości AD, BD; to 
iest, ADMI: BDMK = AD: BD. Żamiast pro- 
stokątów położywszy równe im kwadraty, będzie 
ACHF: BCEG—= AD: BD. To iest, kw 'adraty 
z ramion kata prostego, maią się do siebie iak 


X 
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prz yległe tym ramionom odoinki pizeciwprosto- 
atnéy. 

165. Zagad. Wykreślić kwadrat równy 
summie dwóch kwadratów danych. 

Rozwiąż. Wykrćśliwszy kat prosty daiąc ` 
mu za iedno ramie bok iednego kwadratu , za 
drugie ramie'bok drugiego kwadratu danego , i 
końce tych dwóch ramion złączywszy liniia pro- 
stå; utworzy się tróykąt prostokątny , które- - 
go przeciwprostokatna bedzie bokiem kwadratu 
szukanego (169). 

166. Wniosek, Gdyby dwa dane kwa- 
draty były sobie równe , kwądrat trzeci znale- 
ziony równy ich summie, byłby dwa razy wię- 
*kszy od iednego z "danych. A zatém chcac mieć 
kwadrat dwa razy wiekszy od danego ; trzeba 
wykrćślić kat prosty, daiąc mu za ramiona dwie 

-liniie równe bokowi danego kwadratu ; złączy- 
wsży końce tych ramion liniia prosta , utworzy 
sie tróykąt prostokatny , którego przeciwpro- 
stokątna bedzie bokiem kwadratu szukanego. 

* Uwaga. W danym kwadracie ABCD fi fi g. 
p poprowadziwszy przekątnią AG, w tróy- 

acie ABC prostokatnym przy B, iest AC? == 

AB* --BC* (r62), czyli AC*=2AB* gdyż BC 
=AB. To iest , kwadrat przekatnćy iest dwa 
razy większy od kwadratu z boku AB, czyli od 

„kwadratu danego, 

Prawde te można okazać naocznie. *Przez 
punkta Di B poprowadziwszy liniie HG, EF ró- 
wnoo dległe od AC, aż do przecięcia się z liniia- 
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mi HE, GF przez punkta A i C poprowadzonemi 
- równoodlegle od DB przekatnćy danego kwa- 
- dratu ABCD, utworzy sie nowy kwadrat EFGH, 
który iest kwadratem z AC przekątućy danego. 
kwadratu, i który zamyka 8 tróykątów równych 
~ między soba, i takich, iakich dany kwadrat 
ABCD zamyka 4. Wiec kwadrat EFGH iest dwa 
razy wiekszy od kwadratu ABOD. 
„ _ A zatóm chcac wykreślić kwadrat dwa ra- 

- zy większy od danego, trzeba w danym kwadra- 
cie poprowadzić przekątną : ta będzie bokiem 
kwadratu szukanego. j 7 

167. Wniosek: Ponieważ kwadrat z prze- 
katnéy AC iest dwa razy większy od kwadratu 
ABCD , czyli od kwadratu z boku AB, bedzie 
więc AB*: AG": 2. A zatóm AB: AC 1: 
y 2. To iest, bok kwadratu tak się ma do prze- - 
katnéy tegoż kwadratu, iak 1 do piórwiastku li- 
czby 2. Aże 1,iy2 są dwie liczby. niespół- 
mierne, gdyż prawdziwego pićrwiastkn liczby 2 

| mieć nie można; wiec bok i przekątna kwadra- 
tu, są dwie liniie niespółmierne. 

- 168. ` Z poprzedzaiącego twierdzenia wy- 

ada, że chcąc wykréślić kwadrat trzy razy wie- 
ky od danego , trzeba narysować tróykat pro- 
stokątny, w którymby iedno ramie kąta proste- 
go, było równe bokowi danego kwadratu, a dru- 
` gie ramie równe przekatney tegoż kwadratu: 
i rzeciwprostokątna bedzie bokiemkwadratıīszu- 

EEA Chac mićć kwadrat 4 razy wiekszy od 
= danego, trzeba tróykątowi prosrokątnemu dać 
-ramiona kąta prostego równe przekątnóy dane= 


- 
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go kwadratu; ) Rede je ya bedzie bokiem 
kwadratu szukanego ; albo też wykreślić kwa- 
drat, któregoby bok był dwa razy większy od 
boku kwadratu danego. Chcąc mieć kwadrat 
5 razy większy od danego, trzeba dać tróykąto- 
wi prostokątnemu iedno ramie kata prostego ró- 
wne ptzekatney danego kwadratu, drugie równe 
bokowi kwadratu 3 razy większego niż iest da- 
ny; przeciwprostokątna będzie bokiem kwadra- 
tu szukanego: albo też znaleźć kwadrat równy 
summie danego i 4 razy wiekszego niż iest da- 
ny. Podobnież chcąc mieć kwadrat 6 razy wię- 
kszy od danego, trzeba znaleźć kwadrat równy 
$iammie kwadratu danego, i ieć razy większego 
niż iest dany ; albo też A znaleźć kwadrat 

' równy summie dwóch kwadratów innych, z któ- 
rychby ieden był dwa razy, drugi 4 razy większy 
od danego; albo nakoniec, trzeba znaleźć kwa- 
drat 3 razy większy od danego; przekątna tego 
kwadratu, będzie bokiem kwadratu 6 razy wie- 
kszego niż iest dany. 

Tym sposobem można znaleźć Kwadrat ty jp: 
razy większy od danego, ile się podoba. Lecz 
«można także i nastepuiacym sposobem rozwia- 
zać to samo zagadnienie: 

Daymy na to, że trzeba znaleźć kwadrat 5 
razy wiekszy od danego kwadratu ac fig. gt. 
Prowadzę liniia AB 5 razy dłuższą, od boku ab 
danego kw: 'adratu; na tey linii śako na średnicy 
króśle półkole ; wziąwszy potém AD =ð% , z 
punktu D wyprowadzam DC prostopadła do AB 
aż. do przecięcia się z okręgiem w punkcie C; 
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makoniec prowadzę cięciwę AC; cięciwa ta be- 
«dzie bokiem kwadratu szukanego: gdyż popro- 
xwadziwszy cieciwe OB, kąt ACBiest prosty (128), 


a zatóm kwadrat z ramienia kata prostego AC, 


„mówny iest prostokatowi z linii ABi AD (162), 
ten zaś prostokąt maiac podstawę 5 razy wie- 


Ikszą od wysokości AE =AD z wykreślenia, mo- 
że być podzielonym na 5 kwadratów maiących 
za boki liniia AD; czyli prostokąt ten może być 


„podzielony na 5 kwadratów takich, iak iest kwa- 


drat dany ac: a zatóm prostokąt ten iest od kwa- 
<dratu danego ac 5 razy wiekszy; a tém samém- 
a kwadrat z linii AC będzie od danego kwadratu 
5 razy większy. 

169. Zagad. FPykreślić kwadrat równy 
różnicy dwóch kwadratów danych ABKI, 
CBGĘ fig. 89. 
|. „Rozwiąż. Kreślę kąt prosty ACB, daiąc 
mu za iedno ramie bok CB kwadratu mnieysze- 
go; z punktu B fako ze środka promieniem ró- 
wnym bokowi kwadratu wiekszego , króle łuk 

rzecinaiący drugie ramie kata prostego w pun- 
kcie A: liniia AC bedzie bokiem kwadratu szu» 
kanego : gdyż poprowadziwszy liniia AB, w tróy- 
kącie ACB prostokątnym przy C iest AB*—AQ* 
-|-BQ*. Odiawszy po obu stronach BQ*, zosta- 
nie AB* — BC? =AC*. Toiest, różnica mie- 
dzy kwadratem z boku AB, którym iest kwadrat 
dany ABKI, i miedzy kwadratem z boku BC, któ- 
rym iest drugi kwadrat dany CBGE iest kwadrat 
z linii AC. 
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Sposób”2.  Prowadze liniią AB fżg.gr. ró- 
wną bokowi kwadratu większego z dwóch da- 
nych, i na nićy iako na średnicy wykreśliwszy 
półkole , z punktu B prowadze cięciwe CB ró- 
wną bokowi kwadratu mnieyszego, z punku A 
POCO? AC, ta bedzie bokiem 

wadrata szukanego : gdyż kąt ACB iest prosty 


(128), a zatóm AB*<= AC*+- BC*; więc AB* —.” 


BC? AC”; 
170. Zagad. Prostokąt AF fig. gu. za- 


mienić na kwadrat równy mu co do powierz- 
= X 4 


chni, 

Rozwiąz. Na wiekszym boku danego pro- 
stokata iako na średnicy , kreśle półkole, wzią- 
wszy potóm AD= AE, i z punktu D wyprowa- 
dziwszy DC prostopadłą do AB, aż do przecię- 
cia się z okregiem w punkcie C, prowadzę cię- 
ciwę CA; ta bedzie bokiem kwadratu szukane- 
go: gdyż poprowadziwszy cięciwę CB, w tróy- 
kącie ACB prostokatnym przy ©, kwadrat z ra- 
mienia kata prostego AG równy iest prostokąto- 
wi z przeciwprostokątnóy AB, i z odcinl:a AD 
przyległego temu ramieniu (162), to iest, AG? 
==AB X AD; czyli, AC*== AB XAE; gdyż AD 
== ABE z wykrćlenia: to iest, kwadrat z linii AG 
równy iest prostokątowi danemu. 


` 171. Wniosek. Ponieważ wielokąt iaki- 


kołwiek można zamienić na tróykat (142), tróy- 
kąt zaś na prostokąt (156), a prostokąt na kwa- 
drat równy mu co do powierzchni ; wiec każdy 


wielokąt zamienić można na kwadrat równy mu ` 


co do powiérzchni. 
, 4 
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172. Twierd., W tróykacie ACB fg.73, 
‘oz konca C, boku CB przeciwnego katowi ostre- 
mu A, spuściwszy CD prostopadłą do AB rami 
ma tegoż kata A, będzie Awadrat z przeciwo- 
strokątney CB równy sumumie kwadratów z 
dwóch ramion kata ostrego AC i AB, mniey 
dwoma prostokątami z ramienia AB na któ- 
re spusczona iest prostopadła, i z odcinku 
AD przyległego temuż kątowi ostremu A, lo 
iest, będzie BO —= AC’ 4-AB'—- 2 AB X AD. 
Dowod. W wóykącie CDB prostokątnym 
przy D, iest BO” = GD 4- DB* (162). W tróy- 
kacie ACD ,CD*=AC' —AD' (169). Liniia DB 


== AB—AD; a zatćóm DB*— AB* +- AD —2AB' 


ema 


X AD (160) W'równaniu wiec pićrwszóm z ' 


drugićy strony zamiast GD? -|- DB* polożywszy 
znalezione ich ważności , równanie to zamieni 
się w nasteępuiące : E, 

BC'=AC*—AD*--AB'+-AD*—2ABXAD; 
czyli BC. =AC*+-AB*—2 AB X AD. 

Albo tak, Liniia DB—= AB — AD: więc DB* 
—AB* ++ AD* — 2 AB X AD (160). W tém ró- 
wnaniu dodawszy po obu stronach CD°, będzie 
DB*--0D*=AB'4-AD'--OD*—»2ABXAD: - A. 

W tróykącie CDB iest DB*-|- GD*==CB*, w 
tróykącie CDA iest AD HCD* =40C° (162). W 
równaniu A z jednćy strony zamiast DB? -+ CD* 
położywszy OB', z drugićy strony zamiast AD* 
+CD? położywszy AC*; równanie to zamieni 
się wnastępuiące: BG AC'+-AB*—>AB XAD. 

173. Twierd. W tróykącie ACB fig.73. 
Nro 2 zkońca C boku BC przeciwnego katowi 
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roztwartemu A, spuściwszy CD prostopadła do 

AB ramienia tegoż kata, będzie kwadrat z prze- 
ciwroziwartokątney BC równy summie kwa- 
dratów 2 ramion AC, AB powieksżoney dwo- 
ma prostokątami z AB i AD; toiest, bedzie 
BO*=AC' +- AB -2AB X AD. 

; Dodwo. W tróykącie CDB prostokatnym ' 
przy D, iest CB*° =CD' +- BD* (162). W tróy- 
kacie CDA , GD*= AC*— AD? (169). Liniia 
BD—=AB--AD: więc BD*=AB' -+ AD*-H2AB 
X AD (059) W równaniu wiec pićrwszćm za- 
miast CD°-} BD? położywszy znalezione ich wa- 
żności, równanie to zamieni się w nastepuiące:' 


CB*=AC*—AD*-HAB'+AD*+2ABXAD:. - 


czyli OB =AC'H-AB'+-2ABX AD. Sposób 2gi 
dak w twierdzeniu poprzedzaiacćm. 

174. Wniosek. Z trzech ostatnich twier- 
dzeń wypada, że maiąc w liczbach wyrażone 
trzy boki tróykata, można doyść czy kat prze- 
ciwny któręmukołwiek z boków iest prosty, czy 
ostry, czy roztwarty. Jeżeli kwadrat z jednego 
boku iest równy summie kwadratów z dwóch 
innych boków , kat przeciwny pićrwszemu bo- 
kowi iest prosty: ieżeli zaś kwadrat iednego bo- 
ku iest mnieyszy lub wiekszy od summy kwadra- 
tów z dwóch innych boków, kat przeciwny bo- 
kowi pićrwszemu bedzie w pićrwszym przypad- 
ku ostry, w drugim roztwarty. =" 

175. Twierd. IY tróykącie ABC fig. 92.. 
podzieliwszy podstawe AB na na dwie równe 
cześci w punkcie E, i poprowadziwszy liniią 
| CE, będzie AAO TATAE S 

p i 0- 
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Dowod. Z wićrzchołka kąta © NS EO 
CD prostopadłą do AB, w tróykącie CDE pro- 
_ „stokatnym przy D, kat CED iest ostry (87), a za- 

_tém w tróykacie ACE ięst AC =AE'--CE — 
2 AE X ED (172). 

W tróykącie CBE, którego kat CEB iest 
roztwarty (15), iest BC*—CE* + BÉ? -2BE X 
ED (175), czyli BG" =CE'-- AE'+-2AE X ED: 
gdyż BE—AF. 


Dodawszy strony równania pićrwszego i 0- 


statniego, bedzie 
AC? ++ BC =AF' 4-CE'--CE'--AE—2AE 
X ED--2AE X ED; czyli 
© „ACB =2AE'+|- PCE.. 

176. Wniosek. A zatém w 9 OB ró- 
wnoległoboku ABCD Jig. 41. summa kwadratów 
ze cztćrech boków, równa iest sammie kwadra- 
tów z dwóch przekątnych AC; BD: gdyż prze- 
katne te w punkcie F dziela się na dwie części 
równe: tróykaty bowiem DFC, AFB, w który ych 
bok DO—=AB (79), kąt DCF—=BAF, i kąt CDE 
== ABF, iako naprzemianległe wewnetrzne , 
przystaną do siebie (26), a w sczególności DF 
c= BE; AFCE: Więc w tróykacie ABC, 
podług twierdzenia poprzedzaiącego , iest AB? 
+ BO” = 2AF*-- 2BF*. Podobnież w tróyką- 
cie ADC, iest DC’- AD" =2AF*+- 2DF*, czyli 
DC’ +AD=2AF" -- 2BF*; gdyż DF—=BF z do- 
| wodzenia. 

Dodawszy strony równania pićrwszego i 0- 
starniego , bedzie 
AB*--BG'4-DC'-AD'—=4AF"-4BF" s—A. 
„8 i 
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Lecz AC=2AF; wiec AC =4AF*; BD = 
aBF; więc BD*—4BF", W równaniu A zamiaast 
4AF* += 4BF*, położywszy AG* +- BD*, będztie 
AB -BC+ DC +AD'=AC'+BD? , to i@sst,:; 
stmma kwadratów ze cztérech boków rów ipp 
głoboku, równa iest summie kwadratów zdwócch 
iego przekątnych. 


ROZDZIAŁ VIL 


Opodobieństwie wielokątów, a naprzód trówy= 
kątów, i o proporcyonalności ich boków. 


177. Twierd. W tróykącie iakimkolwiek 
ACB fig. 93. poprowadziwszy liniią DE równo- 
odlegle od podstawy AB; liniia ta podzieli bo- 
ki AC, BC na części proporcyońalne: to iest 
będzie. GD: AD—=CE: EB. 

Dowod. .Poprowadziwszy liniie proste AE, 
BD, dwa tróykąty ADE, BDE stojące na iednćy 
podstawie DE, i maiące wićrzchołki swoie A i 
B nalinii AB rówaoległćy od podstawy , maią 
iednakową podstawę i wysokość: a tém samém 
są sobie równe co do powićrzchni (140). 

Dwa tróykaty CDE, DAE, maiące podsta- 
wy na linii CA, a spólny wiórzchołek w punkcie 
E, maią równa wysokość, a' zatém sa do siebie 
isk podstawy (151): to iest,- l 

CDE: DAE—CD: AD: — ; hme A. 
<- Podobnież tróykąty CDE i BDE maiące 
podstawy na linii BC, a spólny wićrzchołek w 
punkcie D, maią równą wysokość, a żatóm są 
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dlo siebie iak podstawy : to iest, CDE: BDE = 
CE: EB; czyli CDE: DAE—QE: EB:. « — B. 
gdyż tróykąt BDE = DAE co do powierzchni, 
jakośmy dowiedli wyżćy. Porównawszy z so- ` 
bia dwie proporcye A iB, postrzeżemy że dwa 
pićrwsze wyrazy CDE, DEA , w obudwu pro- 
p'orcyach są te same : wiec tak się ma pićrwszy 
p'oprzednik do swego nastepnika w pićrwszćy 
proporcyi , iak pićrwszy poprzednik do swego 
niastepnika w drugićy: a zatém bedzie też i dru- 
gi podrzednik do swego nastepnika w pićrwszćy, | 
iak drugi poprzednik do swego nastepnika w 
drugićy proporcyi: to iest, będzie CD: AD = 
GE : EB. 


173. JWniosek 1. - Ponieważ iest CD: 

AD—= OE: EB; wiec też bedzie — . 

aód CD++AD: CD=CE+-EB: CE; czyli, 
AC: CD==BC: CE; 

are CD--AD: AD—=QE-+-EB: EB; czyli, 
AC: AD—BC: EB. 

179. 2, Kiedy dwie liniie proste AB, CD, 
fig. 94. iakiekolwiek położenie wzgledem sie- 
bie maiące, przecięte są od iakieykolwiek liczby 
liniy miedzy sobą równoległych AC, EF,GH itd. 
cześci dwóch pićrwszych liniy zawarte miedzy 
równoległemi są sobie proporcyonalne, to iest, 
będzie AE: CF—EG: FH—BG: DH. j 

Jakoż przedłużywsży liniie AB, CD aż do 

rzecięcia się w punkcie S, w tróykącie SEF, 

krórago boki SE, SF przecina liniia AC równo- 

legle od podstawy EF, iest SE: AE = SF : CE 

(179); czyli SE: SF = AE: CF ; raki: „A, 
o. 9 
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Podobnież w tróykacie SGH, którego bolki 
SG, SH przecina liniia EF równolegle od potd- 
strwy GH, iest SE: SF=EG: FH : — : — IB. 
Porównawszy z soba proporcye AiB, btę- 
dzie AE: CF=EG: FH. - 
Podobnymże sposobem dowieśdź można , 
že EG: FH—BG: DH. 

180. Twierd. Gdy w tróykacie ABC fig. gi5. 
Jiniia DE dzieli dwa którekolwiek boki zp. AC, 
BG na części proporcyonalne; /iniia ta DE be- 
dzie od trzeciego boku ÆAB równoodległa. 

Dowod. Jakoż gdyby liniia DE niebyła ró- 
wnolegla od AB, natenczas z punktu D można- 
by było wyprowadzić inną iaką liniią zp. DF od 
boku AB równoległa. A zatóm w tróykącie ACB, 
którego dwa boki AC, BC przecina liniia DF ró- 
* —wnoległa od boku trzeciego AB, byłaby nastę- 

puiąca proporcya: AC: GD =BC: CF; aže 
podług założenia AC: CD=BC: CE; więc gdy 
5 wyrazy pićrwszćy proporcyi równe są trzem 
odpowiadaiącym wyrazom drugićy proporcyi , 
czwarty wyraz w pićrwszćy powinien być równy 
czwartemu wyrazowi drugićy proporcyi; czyli 
poiana być CF=CE. To iest, liniia z pun- 
tu D wyprowadzona równoodlegle od boku AB 
powinna bok CB przecinać w takićy odległości 
od wićrzchołka C, w iakićy odległości przecina 
go liniia z tegoż punkta Dwyprowadzoma, i dzie- 
laca dwa boki AC, BC proporcyonalnie: czyli, 
- co na iedno wychodzi, punkta F i E powinny sie 
znaydować na boku BĆ w jednóyże odległości 
od punktu C; a zatćm dwa te punkta F i Ep 
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winny być iednymże punktem; a tém samém li- 
niie DE, DF, z których rsza dzieli boki AC, BG 
,proporcyonalnie, 2ga iest równoległa od boku 
AB, składaią iedne liniia, bo przez dwa punkta 
«zedna tylko liniia prosta przechodzić może. 

181. Twierd, W tróykacie iakimkolwiek 
ACB fig. 96. podzieliwszy ieden z katów rp. kąt 
© na dwie równe cześci liniia CD; Ziniia ta po- 
dzieli bok AB na dwa odcinki AD i DB pro- 
porcyonalne bokom. przyległym; to iest, bę- ` 
dzie AC: BC—4AD: BD. 

Dowod.  Wyprowadziwszy z punktu A li- 
niia AF równoodległa od CD, aż do przecięcia 
się w punkcie F z przedłużonym bokiem BC; 
w tróykacie ABF, w którym liniia CD iest ró- 
wnoległa od AF: iest CF: BO = AD: BD (177). 

Nadto kąt CAF = ACD iako wewnętrzne 
naprzemianległe wzgledem siecznćy ACi równo- 
Jegłych AF, CD; kąt ACD—DGB podług zało- 
żenia; kąt DCB — AFC iako iednostronne od- 
powiadaiące wzgledem siecznćy FB i równole- 
głych AF, DC; a zatóm kąt CAF—AFG. Więc 
tróykąt ACF iest równoramienny (32); i bok CF 
=AC. W powyższćy wiec proporcyi położy- 
wszy AC zamiast FO, będzie AC: BG—=AD: BD. 

182. Zagad. 1.. Przez punkt D wziety 
od upodobania między ramionami kąta Ć, . 
„fig: 97. poprowadzić liniią AB tak, aby części 
idy AD, BD, bedące miedzy ramionami ką- 
ta © i punktem D były równe. 

Rozwiąz. Przez punkt D poprowadziwszy 
DF równoodległą od BC, wziąć FA =(F,ż 
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przez punkta A, D poprowadzić liniią ADIB:: li- 
niia ta iest szukana: gdyż w trójkącie ABG, AMF: 
CF = AD: DB (177), aże AF=(F z wyksarć- 
ślenia, więc i AD—=DB. - wył 

183. Zagad. 2. Maiąc dane 5 himiie 
„AC, BC, DC fig. 98. znaleźć czwartą piro- 
porcyonalną. ; i 

Rozw. * Wykrćśliwszy kąt iakikolwielk (C, 
na iednym iego ramieniu biore CA równą nszzćy 
linii dany, i CB równą ogićy linii danćy, a na 
drugim ramieniu biorę CD równa Zcićy liniii dła-- 

` néy: złączywszy potóm punkta A i D liniią piro- 
sta AD, i z punktuB poprowadziwszy BE rówmo- 
odległą od AD , aż do przecięcia się z bokiem 
CD w punkcie E, linija CE iest szukana : gdlyż 
w yt PEN ACD iest AC: BC—=DC: CE (178). 

184. Uwaga. Gdyby druga lmiia dana 
CB była dłuższa od pićrwszćy AB, znaleźlibyśmy. 
4tą proporcyonalna tymże samym sposobem, z 
tą tylko odmianą, że liniia CB równa ógiéy linii 
danćy wypadłaby na przedłużeniu boku AC; a 
linija CE na przedłużeniu boku CD. 

Gdyby 2ga i Scia liniia dana były sobie 
równe , na ten czas liniia szukana byłaby Jczą 
ciągła ieometrycznie proporcyonalną. Wykrć- 

, ślenie iest to samo ; Kreśli się naprzód iakikol- 
wiek kat C, potóm wziawszy CA równe pićr- 
wszćy linii daney , a CB i Ch równe miedzy $0- 
bà i równe drugićy linii danćy , punkta A i b 
łaczą się liniią prosta Ab; a z punktu B FZ 
dzi się Be równoodległa od Ab: liniia Ce iest 
szukana, gdyż w tróykącie AC4 iest AC: OB= 
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(Ch: Ce; czyli - AC: CB GB: Ce: albowiem 
„ACb — CB. 

185. Wiedząc sposób, którym się znay- 
' «dnie 4ta liniia ieometrycznie proporcyonalna, 
-amożna dwa zagadnienia wyżćy podane (157, 
-158) rozwiązać innym sposobem, 

Zagad. Dany prostokąt AC lub równo- 
iległobok iakikolwiek fig. 85. zamienić na pra- 
stokąt lub równoległobok inny równy dane- 
imu co do powierzchni, któryby miał za pod- 

„stawę liniią daną BG. 

Rozw. Do danóy linii BG, do podstawy 
„AB i wysokości BC danego prostokąta, szukam 
„4tćy ieometrycznie proporcyonalnćy BE, ta bę- 
„dzie wysokością szukanego prostokąta : gdyż po- 
dług wykréślenia iest BG: AB — BC: BE. więc » 
BG = BE = AB X BQ. to iest, powićrzchnia 
prostokąta znalezionego ; równa powiórachni. 
prostokąta danego. 
186. Zagad, 8 Maiąc dane dwa prosto- 

kąty lub równoległoboki, których podstawy i 
wysokości są różne, wykreślić trzeci którego- 
by powićrzchnia równa była summie lub. ró- 
źniey powierzchni dwóch równoległoboków 
danych. 

, Rozw. Nazwawszy powićrzchnią iednego ró- 
wnoległoboku.R, iego podstawę P, wysokość W ; 
powićrzchnią drugiego r, podstawę p, wysokość 
w, będzie R=PXW; r=pX w. A zatém 
R--r=PXW-+-pXw; R—r=PXW— 


PŹW i—i — 1 — 1 m— 1 — >— — A 
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Do obudwu podstaw P i p, tudzież do wy- 


-sokości w, znaydźmy 4tą ieometrycznie projptor- 


cyonalną (185), która nazwiymy M, będzie P: 
p—w: M. więc P X M=p X w. 
W równaniach A, zamiast p X w, położy- 


"wszy P X M, równania te zamienią się w ma- 


stępuiące: R--r=PXW--PXM=P (W 
+M); R—r=PXW—PXM=P(W—M): 
to iest, summa lub różnica powićrzchni dwóch 
równoległoboków danych, równa iest 37m24 ma- 
iacemu podstawe równa podstawie iednego z 
dwóch danych, a wysokość równą summie lab 
różnicy wysokości tegoż równoległoboku dane- 
go, i 4tćy ieometrycznie proporcyonalnćy do 
obudwu podstaw i wysokości 2g0 równoległo- 
boku danego. 

187. Zagad. Maiąc dane'dwa prosto- 
kąty AC i EG fig. 81. wyrazić ich stosunek 
w liniiach: to iest, znaleźć dwie liniie proste, 
któreby sie tak miały do siebie, iak się maią dwa 
dane prostokąty. 

Rozw. Do wysokości BC iednego, do pod- 
stawy EF i wysokości FG drugiego prostokąta 
danego , szukam czwartćy ieometrycznie pro- 
porcyonalnćy, która nazwiymy M. Prostokąt AG 
tak się będzie miał do prostokąta BK; iak pod- 
stawa AB do linii znalezionóy M: gdyż ABCD : 
EFGH — AB X BC: EF X FG (145), że zaś po- 
dług wykreślenia BC: EF=FG: M; więcBG X 
M—EF X FG. W pićrwszćy proporcyi zamiast 
EF X FG położywszy BC X M; proporcya ta za- 
mieni się w następuiącą: ABCD: EFGH = AB 
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XBC:BCXM, Podzieliwszy dwa drugie wy- 


L razy przez BC, będzie ABCD: EFGH AB: M. 


7 


~ 


188. Tym samym sposobem postepuiac 
można znaleźć dwie liniie któreby sie tak jmia- 
ły do siebie, iak dwa dane kwadraty. Możnaby 
też zagadnienię to rozwiązać sposobem nastę- 
puiącym : ey ; 

Niech będa AC, AF, fig- 99., boki da- 
nych kwadratów , których stosunek wyrazić ma- 
my wliniiach.  Prowadze liniia AB, iakieykol- 
wiek długości, byłeby wiekszą od AF boku kwa- 
dratu wiekszego z dwóch danych; na linii AB 
iako na średnicy wykrćśliwszy półkole, z końca 
A średnicy AB prowadzę dwie cięciwy AC, AF 
pićrwszą równą bokowi danemu AC, drugą ró- 


„ wną bokowi danemu AF ;' z punktu CiF spu- 


sczam CD, FG prostopadłe do AB: odcinki AD, ~ 
AG są liniiami szukanemi ; to iest, dwa dane 
kwadraty beda sie miały do siebie iak liniie AD, 
AG. Jakoż poprowadziwszy cięciwy GB, EB, 
kąty ACB, AFB są proste (128). Aże AC? = 
AB XAD, AF' —AB X AG (162); więc AC*: 
AF*—=AB X AD: AB X AG; czyli AC*: AF = _ 
AD: AG. 

„Albo tak. Kreśle kat prosty daiąc mu ra- 
miona równe bokom dwóch kwadratów da- 
nych: poprowadziwszy potém przeciwprostoką- 
tną, i zwićrzchołka kąta prostego spuściwszy 
do nićy prostopadłą , przeciwprostokatna po- 
dzielona będzie na dwa odcinki, które są lini- 


- dami szukanemi (164). 
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189. Jeżeli dwa tróykąty, ABC, abc fig. 
100. Są równokątne, to iest takie, że kąt A =a, 
B=b, G=c; i ieżeli boki ich odpowiadaią- 
ce, Czyli przyległe katom równym są między so- 
bą proporcyonalne; to iest, gdy iest AB: ab = 
BC: bc= AC: ac; takie dwa tróykaty nazywać 
: będziemy podobnćmi, Triangula similia. 
W ogólności wszystkie wielokaty równo- 
katne, i których boki odpowiadaiące , to iest , 
“przyległe katom równym, są między sobą pro- 
porcyonalne, zwać bedziemy podobnómi. l tak 
. dwa mp. pieciokąty ABCDE; abede fig. 108. sa 
, podobne, ieżeli kąt A=a, B=b, C=g, D= 
d, E—e; iieżeli iest AB: ab =BC: be= CD: 
ed =DE; de=AE: ae. 7 
zgo. Twierd. Jeżeli dwa tróykąty ABC, 
abc fig. 100. , są rọwnokatne , będą też boki 
ich odpowiadaiącę proporcyonalne , a lém 
| samém tróykąty te „Ara podobne. 
| Dowod. Na boku AC wziąwszy CD=ec, 
na boku CB wziąwszy CE—=cź i poprowadzi- 
wszy DE; w dwóch tróykątach CDE, cab, bok 
CD=ac, bok CE=ch zwykrćślenia, i kąty 
między temi bokami zawarte © i c równe zza- 
łożenia; więc dwa te tróykąty przystaną do sie- 
bie podług Twierd. 1., o przystawaniu tróysą- 
tów; a w sczególności bok DE=aż, i kąt CDE 
==cab; że zaś kąt cab CAB podług założenia, 
więc i kąt CDE—=CAB, a tém samém liniia DE 
iest równoległa od AB (67). Będzie więc AC: 
DC—=BC: CE (178), czyli AC: ab ZBC: he: 
gdyż ae== DC, 6c—=CE. 
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W tróykącie ABC Z punktu: E poprowadzi. 
wszy EF równoległa od. AC, bedzie BC: CE == 
AB: AF czyli BC; bc—zAB: ab: gdyż bc=CĘ, 


) > AFSzDEzZab ię 


i Tẹ ostatnia proporcya złączywszy z po- 
wyższą AC: acz=BQ: bc, będzie AC: ac—=BQ: 
bc—AB: ab. 

„1gi. Wnioski 1. Stad wypada, że dwą 
tróykaty są równokatne, a tém samém podo- 
bne, gdy dwa kąty iednego równe są dwom kaz 
tom drugiego tróykata: gdyż i trzeci kat. piér- 
wszego musi być równy 5mú kątowi drugiego 
tróykata (84). 

192. 2. Dwa tróykąty są także równóką- 
tne a tém samém podobne, gdy boki iednego są 
równoodległe względem boków drugiego tróy- 
kąta: bo ieżeli boki CA , GB fig. 100. są równo- 
odległe wzgledem boków ca, ch, a boki CB, AB 
są równoodległe wzgledem boków ch, ab ; bę- 
dzie kąt C—c, kąt B=b, iako zawarte miedzy 
ramionami wzgledem siebie równoodłegłenmi , 4 
rozchodzącemi się w jednęż strone (70), a zatóm 
dwa te tróykaty są podobne podług poprzedza- 
iącego wniosku. 

Jeżeli zaś, w dwóch tróykatach ABC; abe, 
fig: 101. boki AB i ab, BGi be, ACi ac, wzgle- 
dem siebie równoodległe, rozchodzą sie w stro. 
ny przeciwńe ; przedłużywszy bok CB aż do 
przecięcia się z bokami ab, ac w punktach 4, f, 
w dwśch tróykątach ABC, adf, kąt OBA=fdg 
iako naprzemian ległe zewnetrzne względem 
siecznćy C/, i dwóch równoodległych AB, ab; 
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kąt ACB = afd , iako naprzemianległe wewine- 
trzne wzgledem siecznéy C/, idwoch równood- 
legiych AC, ac; więc dwa te tróykaty ABC, adf 
sa równokątne (191). A że tróykaty adf; abc 
są równokątne, gdyż maia kąt a spólny, kat adf' 
= abc iako iednostronne odpowiadaiące wzgleę- 
dem siecznćy ab i dwóch równoległych C/, be; 
więc i tróykąty ABC, abc są równokatne. 

193. 5. Nakoniec dwa tróykaty są także 
równokątne a tóm samćm podobne , gdy boki 
iednego są prostopadłe wzgledem boków dra- 
giego tróykata. Jakoż gdy w dwóch tróykątach 
CAB, cab fig. 102, boki ABiab, ACiac, BG 

i be są wzgleden siebie prostopadłe ; z wićrz- 
chołka kata C wyprowadziwszy iedne liniia CD 
prostopadłą do CB a tém samém równoległa od 
cb (58); druga CF prostopadła do AC a tém sa- 
mém równoodległą od ac, bedzie kąt DCB = 
ACF iako proste z wykróślenia. PDodawszy po 
obu stronach kąt BCF, będzie DCB -+ BCF = 
ACF --BCF: czyli DCF=ACB. A żę kąt DCF 
bca, iako zawarte między ramionami wzglę- 
dem siebie równoodległemi z wykrćślenia, i roz- 
chodzącemi się w jedneż strone, więc i kąt 
ACB =baa. 4 

=- Podobnież z punktu A wyprowadziwszy ie- 

dnę liniia AG prostopadłą do AB, a tém samém 
równoodległa od ab, druga AH prostopadła do 
AC, a tóćm samém równoodległą od ac, będzie 
kat CAH—=BAG iako proste z wykrćślenia. Od-. 

_ iawszy po obu stronach kąt CAG, zostanie CAH 
——CAG—=BAG— CAG; czyli GAH=BAC. A 
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| że Kat GAH=bac, iako zawarte miedzy ramio- 
"nami wzgledem siebie równoodległemi z wykrć- 
ślenia , i rozchodzącemi się w jednęż stronę : 
_ wiięc i kąt BAC—=bac. Dwa więc tróykąty BAC, 
bac są podług wniosku 1. równokątne, a tóm 
saimóm podobne. z 
Gdyby tróykąt abc znaydował się wewnatrz 
tróykąta ABC, iak iest fig. pod liczba 2, dowo- 
dzenie byłoby iescze łatwieysze: gdyż w czwo- 
rokącie A daf summa wszystkich katów waży 
4 katy proste (95): a że dwa katy przy di f wa- 
żą dwa kąty proste z założenia, wiec kąt daf z 
katem A; waży dwa kąty proste. Tenże sam kąt 
daf z katem przyległym cab , waży także dwa 
, kąty-proste : więc kat A= ca. Tym sposobem 
okazać można , że kąt B= cba; a zatém dwa 
tróykaty ACB, zob sa równokatne, a tém samém 
, podobne: bedzie więc AB:a5=BC:bc=AC:ac. 
194. Uwaga, Uważać tu należy ród, że 
kiedy dwa tróykąty ABC, abc fig. 100, sà ró- 
wnokątne, boki ich te są odpowiadaiące a tém 
samém proporcyonalne , które są przeciwne ka- 
tom równym; i tak. zp. boki BC i be przeciwne 
 kątom równym A i a, są bokami odpowiadaia- 
cemi: ore, że kiedy dwa tróykaty ABC, abe 
Jig. 101. maia boki wzgledem siebie równoodłe- 
- głe, te boki sa odpowiadaiące , a tém samém 
proporcyonalne, które są od siebie równoodle- 
głe; 3cie, Ze kiedy dwa tróykaty ABC, abc, 
_ Jig: roo. maia boki wzgledem siebie prostopa- 
-dte; te boki sa proporcyonalne, które są wzgle- 
dem siebie prostopadłe. 


1 
a. 
ga 
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195. 'Twierd. Jeżeli we dwóch tróylką- 
sach trzy boki w jednym są proporcyonalme, 
względem trzech boków w dru gim tróykącie, 
takie dwa tróykąty są rówiiokątne a tem sa- 
„mem podobne. 

Dowod. Niech bedą dwa tróykąty ACB, 
acb fig. 103. których boki są między soba piro- 
porcyonalne: na okazanie że tróykaty te są mó- 
„wnokątne a tćm samćm podobne, na boku AC 
"wziąwszy CD=ac, i poprowadziwszy DE rówmo- 
odległa od AB; dwa. tróykąty AGB, DCE sa 
dobne (190), bedzie więc AC: OD—CB: È 
AB: DE.. Lecz z założenia iest AC: ac=CB: Í 

cb = AB: ab. 

W tych dwóch ciągach stosunek pićrwszy 
ciągu 1go równy_iest stosunkowi pićrwszemu 
ciągu 2g0: gdyż CD==ac z wykrćślenia; a za- 
tóm wszystkie stosunki obudwu ciągów muszą 
być między sobą równe. Aże poprzedniki cią- 
gu 1go równe są | poprzednikom ciągu 280, wiec 
i nastepniki w ciągu 1wszym muszą być równe 
następnikom w Ciągu 2gim; to iest CE = ch, 
DE—= and. Dwa więc tróykąty CDE, ach przy- 
staną do. siebie (28), a tém samém sa równo- 
kątne: a że tróykąty CDE, ACB są równokątne, 
wiec i tróykaty ach i ACB są równokątne , a 
tém samém pódobne (190). 


196. 'Twierd. Dwa tróykąty są podo-. 


bne, gdy dwa boki iednego są propor rcyonal- 
RE WE edem dwóch boków drugiego tróyką= 
sa, ï gdy katy między tęmi bokami zawarte, 
są hio równe. 
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© /Dowod. Niech beda dwa tróykaty ACB, 
acib fig. 105. w których kąt C=c, i AC: ac— 
BC; bc. Na boku AC wziawszy CD= ac, na 
bolku €B wziąwszy CEx=có, i poprowadziwszy 
DIE, dwa tróykąty CDE, cab przystaną do sie- 
bie podług Twierd. 1 o przystawaniu tróykątów, 
a tém samém są równokątne. Ponieważ zaś po- 
„dług założenia iest AC: ac: BC: bc; będzie wiee - 
| AC: CD—=BC:'CE; gdyż CD=ac, CE=żc. -— 
Wiec liniia DE iest równoległa od AB (190), 
a tém samém tróykąty ABC, DEC sa równo ka- 
/ tne: Że zaś tróykąt DCE iest równokątny z tróy- 
katem ach, więc i troykaty ACB, ach są równo- 
katne, a tém samém podobne (rgo). 

197. Zagad. Na daney linii AB fig. 105. 
wystawić tróykąt podobny danemu acb. 

Rozw. Sposób 1. Przy punktach AiB, 
kreśle kat A—a i kąt B—=2, ramiona tych ka- 

, tów przedłużam aż do przecięcia się w punkcie 
C: tróykąt ACB iest szukany (191). 

Sposób 2.  Przedłażam bok ab do d, tak 
aby była liniia ad=AB; przez punkt d prowa- 
dzę równoodległa od bc aż do przeciecia się z 
przedłużonym bokiem ac w punkcie f: tróykąt 
adf iest szukany (196). 
|. Sposób 5. Do ab, AB i ac szukam linii 
4tćy ieometrycznie proporcyonalnćy (183). Przy 
punkcie A na danćy linii AB , króśle kąt A=a, 
daiąc mu za drugie ramie znaleziona 4tą ieo- 
metrycznie proporcyonałną: końce tych dwóch 

_ ramion łączę liniią prostą i będzie tróykat po- 
` dobny danemu (196). 
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Sposób 4ty. Szukam 4téy ieometrycznie 
proporcyonalnćy ; 1ód, do ab, AB i ac; ©re, 
do ab AB i bc i nalinii AB krćślę tróykąt MBC 
daiąc mu za boki AB i BC dwie 4te proporczyo- 
nalne znalezione, będzie tróykat ABC podolbny 
danemu (195). 

198. Twierd. ' Z punktu A fig. 104. po- 
prowadziwszy iakakolwiek liczbę liniy AB, AC, 
AD it.d. któreby się przecinały z dwiema ró- 
wnoodległemi GL i BE; Zznżie te AB, AC iit.d. 

odzielone bedą w punktach przecięcia się z 
równoodległemi na części proporcyonalne, i 
liniie równoodległe będą także podzielone 
na części proporcyonalne., l 

* Dowod. Dwa'tróykaty ACB, AHG, maią- 

ce kat przy A spólny i kąt ABC=AGH (67), są 
podobne (191). Dla téyże przyczyny dwa tróy- 
kąty ACD, AIH są także poddbne. 'T'oż mówić 
o tróykatach AED, AKI, tudzież o tróykątach 
AFE, ALK. Boki zatćm tych tróykatów są mię- 
dzy soba proporcyonalne : bedzie więc 

AB: AGzzAQC: AH = BC: GH. 

AC: AH== AD: AI = CD: HL 

AD: AI z AE: AK DE: IK,“ 

AE: AK "AF: AL "EF: KL. 

Wszystkie te stosunki sa równe : gdyż w 
każdym: ciągu stosunek drugi iest ten sam, co 
w następuiacym ciągu stosunek pićrwszy. Wzią- 
wszy naprzód te tylko stosunki, których wyra- 
zami są liniie z punktu A poprowadzone, bedzie 

AB; AG = AC: AH AD: AI—AE: AK Z 
AF: AL; więc 
AB— 
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= AB—=AG: AG=AC—AH: AH=AD—Al: 
ATitd.; czyli 
, BG AG=CH: AH—DI: AI—EK: AK= 
FL: AL; toiest, liniie AB, AC, AD itd. po- 
dzielone są na cześci proporcyonalne. 
Wziąwszy potóm w 4 powyższych ciągach 
ze tylko stosunki , których wyrazami są cześci 
dwóch liniy równoodległych GL, BF, będzie 
"BC: GH—=0D: HI=DE: IK=EF: KL; to 
- iest, liniie równoodlęgłe GL, BF podzielone są 
na cześci proporcyonalne. 
199. Zagad. Daną linią MN podzielić 
na cześci proporcyonalne częściom linii BF. 
Rozw. Na linii BF krćśle tróykat równo- 
- boczny BAF; wziąwszy potóm AG—=MN, i AL 
==MN, i poprowadziwszy liniig GL, punkt A. 
= zpunktami podziałów linii BF łącze liniiami pro- 
stemi AC, AD, AE, które łiniia GL przecinaią 
` w punktach H, I, K na części proporcyonalne 
częściom linii BF; gdyż AB=AF,i AG=AL 
z wykreślenia : będzie więc AB: AG=AF: AL, 
Więc liniia GL iest równoodległa od BF (180), 
atóm samém dwa tróykąty AGL, ABF są podo- 
bne: bedzie więc AB: AG—BF: GL. W téy 
proporcyi poprzednik drugi BF, równy iest po- 
przednikowi pićrwszemu AB zwykrćślenia; więc 
i następnik drugi, równy być musi nastepniko- 
wi pićrwszemu; to iest, GL AG=MN. Ą za- 
tém podług twierdzenia poprzedzaiącego części 
__ linii GL czyli MN, są proporcyonalne częściom 
Mnii BF. ( 
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Gdyby dana liniia do dzielenia byla wwie- 
ksza od linii BF, iak iest z%p. liniia mm , na tten 
czas wykrćśliwszy na linii BF tróykąt równobbo- 
czny BAF, i boki AB, AF przedłużywszy do , gi 
i4, tak aby Agz=mn , AL = mn, poprowadźómy 
, liniią g/ przecinaiącą się w punktach /, č, k z przze- 
dłużonemi liniiami AC, AD, AE. "Tym sposso- 
bem liniia g? czyli mn podzielona będzie na czzę- 
ści proporcyonalne częściom linii BF. 

Sposób 2. Niech będzie liniia AF fig. 1c05. 
do podzielenia na 5 części proporcyonalnyych 
częściom linii danćy: z punktu A wyprowaddzi- 
wszy liniia AL nieograniczonćy długości, pood 
iakimkolwiek nachyleniem do linii AF, i czze- 
ści drugićy linii danćy , przeniosłszy na linaiią 
AL, 1wszą część od A do G, 2gą od GdolH, 
5cią od H do T, 4ta od Ido K, 5ta od K do IL; 
punkt L i F złączyć liniią prostą LF, i przez puan- 
- kta podziałów linii AL poprowadzić liniie KIE, 
ID i t.d. równoodłegłe od LF, aż do przecięccia 
się z liniią AF w punktach E, D, C, B; liniia AF 
w tych punktach podzielona bedzie na częśści 
szukane: gdyż w 4 tróykątach ACH, ADI, AEIK, 
AFL , których dwa boki pzzecięte sa przez lirni- 
ie BG, CH itd. równoodległe od boku 5gco 
iest (178) 

AB: AG= AC: AH—=BC: GH. 
AC: ANa AD: AI ==CD: HL 
AD: AI Z AE: AK=DE: IK 
AE: AK=AF: AL SEF: KL. 
* Wszystkie te stosunki są równe: gdyż drm- 
gi stosunek w jednym ciągu, iest tenże sam co 
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_ stosunek pićrwszy w ciągu nastepuiacym. Bio- 
_ rąc te tylko stosunki, których wyrazami są zna- 
 lezione cześci linii AF i dane cześci linii AL, 
bedzie 

AB: AG—BQ: GH—=CD: HI — DE: IK 
==EF': KL; toiest, cześci AB, BC, it.d. linii 
AF, są proporcyonalne częściom AG, GH it.d. 
linii AL. 

, Aby sie ustrzedz uchybienia w prowadze- 
niu liniy KE, ID i t.d. równoodległych od LF, 
można z konca F linii AF poprowadzić liniią FM 

tak, aby kąt AFM=—=LAF ; wziąwszy potćm na 
linii FM cześć FO=LK, QP=KI, PO—=lH, 

ON=HG, NM—=GA; punkta Ai M, GiN, 
"HiO itd. połączyć liniiani prostemi AM, 
GN, HO it.d., które liniia dana podzielą w 
punktach B, C i t.d. na części szukane. 

200. Wniosek Gdyby cześci linii GL, 
fig. 104. były miedzy sobą równe , cześci linii 

BF byłyby także miedzy soba równe. A stąd 
wypada sposób łatwy podzielenia linii danćy na 
jakąkolwiek liczbe części równych. 

1ód. Poprowadziwszy liniią BF fig. 104. 
nieograniczonćy| długości, i oznaczywszy na 
niéy tyle części równych iakićykolwiek długo- 
ści, na ile ma być podzielona liniia dana GL, lub 
_ gl; wykrćślić na linii BF tróykąt równoboczny 
_BAF, i wziąwszy na bokach AB, AF, lub na ich 
rzedłużeniu liniie AG, AL, lub Ag, AZ równe 
nii danćy do podzielenia, przez punkt A i przez 
punkta podziału linii BF, poprowadzić liniie 
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proste, które przetną liniią dana GL, lub. gł? na 
cześci szukane. 
ore. Z punku A. linii AF, fig. 105. damćy 
do podzielenia na części równe, poprowadzi- 
wszy liniia AL nieograniczonćy długości , pod 
iakimkolwiek do linii AF nachyleniem; i zaczy- 
naiąc od punktu A, oznaczywszy na linii AL. ty- 
le części równych iakićykolwiek długości, na 
ile ma być liniia AF podzielona; poprowadlzić 
liniie BG, CH i t.d. równóodległe od linii ILF: 
liniia AF bedzie w punktach B, C i t.d. podizie- 
lona na części szukane. 

‘Sa także inne sposoby podzielenia linii pro- 
stey na części równe. Niechby np. trzeba było 
podzielić na 20 równych części liniią mh fig. 
104, która do takowego dzielenia iest dla swéy 
małości: niewygodna, lecz która wygasza po- 
dzielić można na części równy ch 4i 5. Day- 
my nato, że ma iest 4tą, amb iest 5ta. częścią 
linii mn; liniia ab będąca różnica między 4ta i 
4 bta częścią linii „danćy, będzie iéy częścią 2ostą: 
gdyż i. — zy Źnalazłszy zostą część Linii 
mn, fewo będzie podzielić ią na części szukane, 

Sposób. następuiący dzielenia linii prostćy 

na edy równe, może być także wygodnie u- 
Żyty. Niechby zp. liniią AM, fig. ro5 , potrzeba 
było podzielić na cześci równych 5. Z końców 
linii danćy wyprowadziwszy dwie liniie MF, AL 
od siebie równoodległe nieograniczoney dłu- 
gości, na iednćy z nich MF wziać 5 cześci ró- 
wnych iakiéykolwiek długości MN, NO, i t.d. 
 przeniosłszy potćm te same części na liniią AL, 
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4 zaczynając od A ku L , i połączywszy punkta 
i podziałów liniiami prostemi GN, HO,it.d. w 
- rdsynoodległoboku LM poprowadzić przekątną 

AF, która liniie GN, HO jt.d. równe linii da- 
móy AM, podzieli na części szukane: gdy w tróy- 
kacie AFM , którego dwa boki AF i MF dzieli 
liniia EQ równoodlegle od boku trzeciego AM, 
iest MF: QF=ZAM: EQ. 

A że liniia QF iest Śtą częścią linii ME po- 
dług wykreślenia, więc i EQ będzie 5tą częścią 
Linii AM; Tymże sposobem okazać można , że 
DP—=4$ częściom linii AM i t.d. 

i; Zmaiąc sposób dzielenia linii prostćy | 
na cześci równe, łatwo bedzie wykrćślić po- 
działkę, scala, która służy do mierzenia liniy 
prosty ch. Naywygodniey sza iest podziałka dzie- 
siętna, którą sie kreśli sposobem następniącym ; 
podzieliwszy liniia AB Jig. 106, na ro cześci ró- 
wnych, i z punktów AiB poprowadziwszy AD, 
BC prostopadłe do AB nie ograniczonćy długo- 
ści ; na iednćy z nich mp, na linii AD wziąć 10 
części równych iakićykolwiek długości, i te sa- 
me części przenieść na liniią BC, poczynaiąc od 
Bdo C. Poprowadziwszy potém przez punkta 
podziałów liniie proste, i iak wyraża figura , łatwo 
iest okazać, że zp. część linii oznaczonćy liczbą 
1. równoodległóy od AB, zawarta między liniia- 
mi' BC i Ba iest iota częścia linii CażAb. Aże 
45 jest Lota częścią linii AB z wykreślenia, więc 
“rota część linii AŻ, będzie setną części a linii 
AB. Podobnież części liniy oznaczony ch liczba- 
mi, 2, 3, 4 it.d. Aiia e Ses od AB, za- 
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warte między liniiami BC i Ba sa 726, qio) rz 
it.d. Linii AB. Sznur mierniczy ma iak wiatdo- 
mo , pretów 10, a pręt precików 10. Gidiyby 
więc linija AB wyrażała sznur 1, liniia A% Hub 
Ca wyrażałaby 1 pręt, a liniie zawarte miedzy 
liniiami BC i Ba wyrażałyby 1, 2,3, 4 iu. d. 
pręciki: Liniia np. cd wynosi 5 prętów i 5 pre- 
ciki; liniia ef wynosi 7 pretów i 6 preciikców. 
Przedłużywszy liniią AB do E tak aby BE=:AB 
i dokończywszy figury ; liniia cg wynosi szmur 
1, prętów 5, precików 5; liniia ek wynosi szinur 
1, prętów 7 i 6 pręcików i t.d. 

202. Twierd. W tróykącie prostokątnym 
ACB fig. 107, z wićrzchołka kata prostego C 
spuściwszy CD prostopadłą do AB; 

ród, Prostopadła ta podzieli tróykąt 
dany na dwa inne podobne danemu, a tóm 
samém podobne miedzy sobą; sre Przeciw- 
prostokątna podzielona będzie na dwa od- 
ćinki, między któremi prostopadła ta iest - 
średnią icometrycznie proporcyonalną ; cie 
ramiona kata prostego w tróyhącie danym, 
będą średniemi icom etrycznie proporcyonal- 
nemi między przeciwprostokątną i odcinka- 
mi przyległemi. 

Dowod. 1ód Dwa tróykaty ACD, ACB 
maia kat A spólny, kat prosty ADC pićrwszego, 
równy katowi prostemu ACB drugiego tróykata : 
więc i trzeci kąt ACD który oznaczamy głoską 
m, w pićrwszym, równy iest trzeciemu kąatowi, 
B oznaczonemu głoską 'mz w drugim tróykącie. 
(„Więc dwa te wóykąty sa podobne (190). Po- 
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dtóbnież dwa tróykaty CBD, ACB maią kat B 
_ spólny, kat CDB pićrwszego równy kątowi AGR 
2%6 tróykata ; więc i trzeci kat DCB czyli o w 


piićrwszym równy iest 5mmu katowi BAG czyli o 
w drugim tróykącie , więc dwa te tróykąty są 
podobne. 

| _2re: Aby okazać, że prostopadła CD iest 
średnią ieometrycznie proporcyonalną między 
AD, i BD, uważmy dwa podobne tróykąty AGD 


` 1 BCD, których bokami są liniie AD, DC i DB 


tę proporcyą składaiące. Ponieważ w tróyka- 
tach podobnych boki odpowiadaiące , to iest, 


_ przyległe albo też przeciwne katom równym są 


proporcyonalne (194), bedzie więc bok AD 


a Erste katowi m w 1szym tróykącie ACD, do 


boku CD przeciwnego katowi m w 2gim tróyką- 
cie DCB , jak bok CD przeciwny kątowi o w 
rszym, do boku DB przeciwnego katowi o w 
agim tróykącie; czyli AD: DO=ZDC: DB. 
Zcie. Aby okazać, że AC jest średnią ie- 
ometrycznie proporcyonalną między AD i AB, 
tważmy dwa podobne tróykaty ACR i ACD, 
których bokami sa liniie AB, AC i AD propor- 
cyą tę składaiące: bedzie więc iak wyżćy, bak 
AB przeciwny katowi prostemu w 1szynt tróy- 
kącie ACB, do. boku AC przeciwnego katowi 
prostemu w 2gim tróykącie ACD, iak bok AC 
przeciwny kątowi m w iwszym , do boku AD 
przeciwnego kątowi m w 2gim twóykącie; czyli 
AB; ACZ-ĄC: AD. 
Podobnież na okazanie że iest AB: BC = 
BC: BD: uwążmy dwa podobne tróykąty ABC, 
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. DBC, których bokami sa liniie AB, BGi BD, 
składaiące te proporcya : bedzie wiec, bok AB 
przeciwny kątowi prostemu w pićrwszym tróy- 
kącie ABC, do boku BC, przeciwnego katowi 
` prostemu w 2ġim tróykacie DCB, iak bok. BC 
przeciwny katowi o w 1szym do boku BD prze- 
ciwnego kątowi o w 2gim tróykącie: czyli AB: 
BC—BC: BD. 
203. Wniosek. Ponieważ podług 5cićy 

części poprzedzaiącego twierdzenia iest 

AB: ACZAC:AD, AB: CB—=CQCB: DB; wiec 

ABXAD=AC, ABX DB—CB*, A zatem 

AB X AD -+ AB X DB=AC' --CB*; czyli 

AB (AD+- DB) = AC*--CB*; czyli 

AB X AB = AB* == AC* + CB*; gdyż AD + 
DB — AB; toiest , w tróykącie prostokątnym 
ACB kwadrat przeciwprostokątaćy AB , równy 
iest summie kwadratów ż dwóch ramion kata 
prostego ; własność którąśmy iuż wyżćy (162) 
innym sposbbem okazali. 

i 204. Zagad. Maiąc dane dwie liniie 
znaleźć między niemi średnią ieometrycznie 
proporcyonalną. 

| Rozw. Poprowadziwszy iakićykolwiek dłu- 
gości linija prostą, i wziąwszy na nićy liniią AD 

/ig.91. równą pićrwsćy linii danćy i DB równą 
drugićy linii danćy, na linii AB iako na średni- 
cy wykreślić półkole; i z punktu D wyprowadzić 
liniią DC prostopadłą do AB, aż do przecięcia 
się z półokregiem w punkcie C: prostopadła CD 
będzie szukana: gdyż poprowadziwszy dwie cię- - 
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_ ciwy AC, BC, w tróykącie ACB prostokątnym 
| przy C (128), iest AD: CD= CD: DB (202). 

„Sposób 2.  Poprowadziwszy liniia AB ró- 
wma większćy z dwóch liniy danych, i od koń- 
ca B wziąwszy BD równa mnieyszćy z dwóch li- 
- niy danych; na linii AB iako na średnicy, wy- 
kreślić półkole, i z punktu D poprowadzić DG . 
pora do AB, aż do przeciecia się z póło- 

ręgiem wpunkcie C; punkt C z punktem B zła- 

czywszy cięciwa OB, ta bedzie liniia szukana : 
gdyż poprowadziwszy cięciwę CA, w tróykacie 
ACB prostokątnym przy C, iest AB: CB = CB : 
BD (202). 

205. Zagad. 2. Dany prostokąt ABCD 
fg.80, zamienić na kwadrat równy mu co de 
powierzchni. | 
| Rozw.. Między podstawą AB i wysokością 

BC danego prostokąta, znaydźmy średnią ieo- 
metrycznie proporcyonalna (204), która ozna- 
czmy głoską M; ta bedzie bokiem szukanego 
kwadratu: gdyż podług wykrćślenia iest AB: M 
= ZM: 0B; więc AB X GB=M:: toiest, po- 

wićrzchnia danego prostokąta , równa iest po- 
'wićrzchni kwadratu wykróślonego na linii M. 

206. Zagad. 3. Dany tróykąt ABC fig. 
107. zamienić na kwadrat równy mu co da 
powićrzchni, 

Rozw. Miedzy połową podstawy AB i mię- 
dzy wysokością CD danego tróykata znaydźmy 
średnią ieometrycznie proporcyonalną, którą o- 
znaczmy głoska M; ta bedzie bokiem szukanego * 
kwadratu: gdyż podług wykrćślenia iest ż AB: 


htip:/rcin.org.pl 


178 Jeometryi 


M= M: GD; więc 4 AB X CDc=M*; to itest, 
powićrzchnia danego tróykata , równa iest po- 
wićrzchni kwadratu wykrćślonego na linii M. 
207. Wniosek. Okazaliśmy wyżćy (142), 
że każdy wielokat może być zamieniony natróy- 
kąt równy mu co do powićrzchni : w zagadinie- 
niu poprzedzaiącóm podaliśmy sposób zamie- 
nienia tróykąta na kwadrat równy mu co do po- 
wićrzchni , a zatém każdy wielokat można za- 
mienić na kwadrat równy mu co do powićzchai. 
208. Twierd. Wfielokaty foremne o ie- 
dnóyże liczbie boków są odobne. , 
Dowod. Ponieważ katy wewnętrzne wie- 
lokata, ważą kątów pr osty rch 2 razy tyle, ile wie- 
lokat ma boków mnićy 4:(95), w dwóch zatém, 
wielokatach o iednćyże liczbie boków katy we- 
wnętrzne iednego tyle waża katów prostych, ile 
ich ważą katy wewnetrzne wielokata drugiego. 
A że kąty iednego wielokąta sa miedzy soba ró- 
„wne, i katy drugiego wielokata sa także między 
sobą równe, gdyż dwa te wielokąty są podług 
założenia foremne; beda wiec katy iednego ró- 
wne katom drugiego wielokąta; to iest, dwa te 
wielokaty bedą równokąatne. 
ore. Ponieważ wielokąty te są foremne, 
wiec boki iednego wielokąta są między sobą ró- 
wne, i boki drugiego wielokąta, są także mię- 
dzy sobą równe. Jeżeli więc bok ieden w 1szym 
wielokąci ie iest mp. dwa razy większy od boku 
iednego w drugim; bedzie też bok drugi w pićr- 
wszym, dwa razy większy od boku drugiego w 
sgim wielokącie; i bok trzeci w 1szym dwa ra- 
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zy większy od boku 3go w 2gim dsk kie itd. 
to iest, boki tych dwóch wielokatów będą mię- 
dzy sobą proporcyonalne. 
| Kiedy więc dwa te wielokaty sa równoka- 
- tne i maig boki proporcyonalne, są tém samém 
| podobne. 
i 209. 'Twierd. Dwa iakiekolwiek wielo- 
kąty np. dwa pięciokąty ABCDE, abcde fig. 
108. złożone z tóyże samóy liczby tróykątów 
podobnych między sobą i podobnie ułożo- 
nych, są sobie podobne i i odwrotnie. 
Dow. W dwóch tróykätach ABC, abc po- 
__ dobnych z założenia iest kąt B—=b; kat ACB= 
= “ach. Podobnież w tróykątach CAD, cad po- 
dobnych ż założenia iest kat ACD = acd; gdy 
więc iest ACB= ach, ACD= acd; więc ACB 
+ ACD = acb 4- dod; czyli kąt BCD = = bed. 
Tymże sposobem okazać možna równość kątów 
CDE i cde, DEA i dea. Co sie tycze kątów 
BAE, bae, te sa także sobie równe : gdyż piér- 
wszy znich składa sie z katów BAC, GAD, 
DAE równych katom odpowiadający m bac, cad, 
dae z których składa się kąt drugi. 
Nadto w tróykątach ABC i abc, ACD i acd, 
ADE i ade podobnych między sobą z założe- 
i nia , iest 


AB: ab=BG: bc=AC: ac. 

AC: ac—=QD: cd=AD: ad. 

AD: ad =DE: de—=AB: ae. 
Wszystkie te stosunki są równe : gdyż w 
| piówszym ciągu ostatni stosunek iest ten sam co 
| piórwszy w drugim ciagu, ostatni zaś w drugim: 
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ciągu, iest ten sam co pićrwszy w trzecim. IBio- 
rąc zatém te tylko stosunki, których wyrazzy są ` 
bokami wielokatów, będzie AB: a5=BC: e= 
€D: cd =DEBE: de=AE: ae. Dwa więc te wie- 
lokaty bedac równokatnemi, i maiąc boki od- 
powiadaiące proporcyonalne są podobne (x 89). 

Odwrotnie. Gdy są dwa wielokąty podo- 
bne , składaia sie z jednćyże liczby tróykatów 
podobnych i podobnie ułożonych. 

Dow. Niech beda dwa wielokąty ABCDE, 
abcde podobne : z wićrzchołku dwóch katów 
A,a, odpowiadaiacych sobie poprowadziwszy 
- przekątne AG, AD, ac, ad, tróykąty ABC i 

abc, ACD i acd, ADE i ade będą między so- 
ba podóbne. Jakoż w tróykątach ABC, abc 
kat B => z założenia , i boki AB, BO są pro- 
 porcyonalne bokom ab, bo z założenia ; wiec 
dwa te tróykąty są podobne (196), będzie wiec 
BC: bczZAQ: ac; i kąt ACB = ach iako przyle- 
głe bokom proporcyonalnym BC, be. Że zaś 

odług założenia kąt BOD—=bcd; będzie więc 

G©D—=AGB=bcd—acb; czyli ACD =acd. 
A że BC: bo=CD: cd podług założenia, 

BC: bczzAC: ac zdowodzenia ; więc 

CD: cd=AQ: ac. SKO 
Dwa wiec tróykąty ADC, adc maiąc katy 
“ACD, acd równe, zawarte miedzy bokami wzglę- 
dem siebie proporcyonalnemi sa sobie podobne 
(196), a w sczególności kąt ADC=adc, iako 
przyległe bokom proporcyonalnym CD i cd, be- 
dzie wiec CD: od = AD: ad. Tymże samym 
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sposobem dowieść možna podobieństwa innych 
trósykątów. 


210. Uwaga. W dwóch iakichkolwiek 
wielokatach podobnych, w dwóch zp. pięcio- 
kątach ABCDE, abcde fig. 109, z dwóch kor- 
ców któregokolwiek boku zp. AB poprówadzi- 
wszy, przekątne AD, AC, BD, BE, ad, ac, bd, 
be; łatwo byłoby okazać sposobem króregośmy 
MUS w twierdzeniu poprzedzaiacóm, że tróyka- 
ty ABC, ABD, ABE, których spólna podstawa 
iest bok AB wielokąta 1go „tudzież tróykaty abc, 
abd, abe, których spólną podstawą iest bok ab 
wielokąta 2go odpowiadaiący bokowi AB, że 
mówie , te wszystkie tróykaty są między sobą 
podobne. I odwrotnie założywszy, że tróykaty te 
są między sobą podobne, łatwo byłoby okazać, 
że wielokąty ABCDE, abcde są także podobne. - 

211. Zagad. Na daney linii ab fig. 108. 
wykreślić wielokąt podobny danemu BD. 

Rozw. W danym wielokącie BD prowa- 
dze przekątne AC, AD; na danćy linii aż kré- 

śle tróykat abc podobny tróykatowi ABC; na li- 
nii ac kréšle tróykat acd podobny” tróykątowi 
ACD, na linii ad kreślę tróykąt ade podobny 
tróykątowi , ADE. Wielokąt abcde będzie po- 
dobny danemu (209).. 

Sposób sgi. Wićrzchołki kątów danego 
wielokata ABCDE fig. 109. złączywszy z dwo- 
ma końcami któregokolwiek boku np, AB przez 
przekątne AC, AD, BD, BE i na danćy linii 24 


 wykrćśliwszy tróykąty ach, adb, aeb podobne 


względem poreon ACB, ADB, AEB : punkt 
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d złączyć z punktem ci e, liniiami prostemi «dc, 
de: wielokąt abcde bedzie podobny danemu 
210). y . 
Yk Sposób 3ci. Na boku AB danego wielo- 
kąta ABCDE fig. 108. wziąć liniią AŻ, równa li- 
nii danćy; z punktu b poprowadzić be równood- 
legła od BC , aż do przecięcia się z przekąttna 
AC w punkcie c; z punktu e poprowadzić cd ró- 
wnoodłegła od CD, aż do przecięcia się z przze- 
„ katna AD w punkcie d; z punktu d poprowadzić 
de równoodległą od DE, aż do przecięcia sie z 
bokiem AE w punkcie e: wielokąt Abcde będzie 
szukany. h 
* Gdyby dana liniia ad dłuższa była od bolku 
AB, na ten czas przedłażywszy bok AB tak, alby 
wraz z przedłużeniem równy był linii danćy , 
prowadząc iak wyżćy równoodległe od boku BC, 
GD, DE, aż do przeciecia sie z liniiami AC, AD, 
AE przedłużonemi, wykrćślimy wielokąt podó- 
bny danemu. 
2+2. Twierd. W dwóch wielokatach po- 
dobnych ABCDE, abcde fig. 110. na dwóch od- 
powiadaiących sobie bokach AB, ab, wziąwszy 
dwa punkta Gi g podobnie położone , to iest 
tak, aby było BG: bg = BC: bc; i poprowadzi- 
wszy liniie GF, gf tak , aby kat FGB—=/eb; al- 
bo też tak, aby liniie te GF, gf, przecinały boki 
DC i dc na cześci proporcyonalne bokom wie- 
lokata; w obudwu przypadkach liniie GF, gf 
będą proporcyonalne bokom wielokątów : to 
/ iest, będzie FG: fg = BC: bc. 


maa 
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Dowod. W pićrwszym przypadku , kie- 
dy kat FGBz=/gb, poprowadziwszy przekatne 
GG, cg; w dwóch tróykątach CBG, cóg, kat B 

 — i BG: bg=BC: be podług założenia ; wiec 

dwa te Ai 

dzi zatem 

| BG: bg = CG: cg; a że iest 

| BG: bg=BQC:bc; więc CG: cg=ZBC: be; i 

kat BCG—=dcg, kat BGC—=bgc. A że kąt BCF 

_ =bbef, iako odpowiadaiące w wielokatach po- 
dolbnych, wiec BCF — BCG =bc/—beg; czyli 


nia , kąt BGC —bgc z dowiedzenia ; więc FGB 
—BGĆ =fgb— bgc; czyli FGC=/gc. 
Tróykąty zatćm FGC, /ge są równokatne 
(19 t), a tém samém podobne: będzie wiec FG: 
fg GG: og: a że CG: cg—=BC: be; więc FG: 
fg =BC: be. 
W 2gim przypadku, założy wszy że liniie 
FG „fg tak są poprowadzone, iż przecinaia boki 
DG, dc na cześci proporcyonalne bokom wie- 
lokątów , czyli że iest FC: f0—=BG: bg=BC: 
be; Mazrawesęk iak wyżćy przekątne CG, 
cg, i okazawszy, że dwa tróykąty CBG edg są sa 
podobne, bedzie 
GG: cg=BG: bg ; a że podług założenia 
FO: fo =BG: bg; wiec CG: cg=FQ: JE 
| Dwa wiec tróykąty CGF, cgf maiące katy 
przy © i c równe, zawarte między bokami wzgle- 
dem siebie propórcyonalnemi, są podobne(196), 
è zatém FG: fg =F0: fe=BC: bo 
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kąt GCF—=gcf/; kąt FGB—=/gb podług założe- | 
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213. Twierd. Obwody dwóch wielooka- 
tów podobnych, sądo siebie wstosunku dwvóch 
boków odpowiadaiących sobie w tych wicelo- 
kątach. l 
- > Dow. Ponieważ wielokaty ABCDE, ab:cde 

fig: 116 są podobne, będzie więc 
AB: ab—BC: bcz=CD: cd= DE: de=]EA: 
ea; wiec 
< 4B--BC--CD--DE-+-EA: ab +- bc 4+- cd 
de + ea == AB: ab ; to iest, obwód wielolkata 
ABCDE do obwodu wielokata abcde, iak Ibok 
1wszego AB do boku ab w drugim wielokaciie. 
"214. 'Pwierd. Powićrzchnie wielokąitów 
podobnych maią się iak kwadraty z bołków 
odpowiadaiących. A - 
1ód. Niech beda dwa tróykaty ABC, abe 
„fig: 111. podobne, mamy dowieść, że powićrz- 
chnia tróykąta ACB, do powierzchni tróykąta abc 
iak kwadrat z boku np. AC do kwadratu z boku 
ac, Czyli, żę iest tróykąt ACB: achzzAC': ac”. 
Z wićrzchołka kąta Ci c spuściwszy CD i 
„cd pićrwszą prostopadłą do AB, druga prostopa- 
dłą do ab; dwa tróykąty ACD, acd prostokątne 
przy Di d.i w których kąt A równy kątowi a, 
są podobne (19i), bedzie wiec 
CD: cd4=AC: ac; aże podług założenia 
AB: ab = AC; ac, więc rozmnożywszy wtych 
dwóch proporcyach wyrazy sobie odpowiadaią- 
ce, bedzie: 
. - ABXCD: ab Xcd=ĄCXAC: ac:Xac; czyli 
ABXCOD: ab XcdzAC':ac'. Podzieliwszy 
dwa pićrwsze wyrazy przez 2, będzie żę 
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; BAR, EREITEA ac: to iest, po- 
2 2 olo 
łowvailoczynu podstawy tróykata ABC przez wy- 
_ soktość tegoż tróykata , tak sie mą do połowy 
| ilocczynu podstawy tróykąta abc przez wysokość 
_ tegraż tróykąta , iak kwadrat z boku AC do kwa- 
- dratu z boku ac. Aże iloczyny te równe sa, pićr- 
wszzy powićrzchni tróykąta ABC, drugi powićrz- 
chmi tróykata abc(150); wiec powićrzchnie tych 
dwóch tróykatów maia się iak kwadraty z bo- 
ków odpowiadaiących. 
are. Niech będa dwa iakiekolwiek wie- 
“lokaty podobne, zp. dwa pięciokąty ABCDE, 
 dbxde fig 108. Zwićrzchołka kątów A, a, 
*pojprowadziwszy przekątne AC, AD, ac, ad; 0- 
badłwa te wielokąty podzielone będa na równą 
liczbę tróykątów podobnie ułożonych i podo- 
bnych (209); bedzie zatóm podług pićrwszćy 
części ninieyszego twierdzenia, tróykąt 
ABC: abc =BC*: be”. 
ACD: acd = CD’: cd*. : 
ADE: ade = DE':de*. A że dla podobień- 
stwa wielokątów iest | 
BC: bc== CD: cd = DE: de; a tćm samćm , 
BC*: bo*=CD*: cd DE": de' ;więcbędzie też 
ABC: abe—> AGD: acd = ADE: ade: A zatóm 
summa wszystkich poprzedników do sammy 
wszystkich następników iak którykolwiek po- 
rzednik do swego następnika; to iest 
© ABC HACD -FADE : abc + àcd ++ ade== 
- ABC: abc ; czyli ABCDE: abcde=>ABQ: abe. 
"A że ABC: abcz=BC*: bc; więc ABCDE:abcde 
š 10 
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—=BG': be”: to iest, powićrzchnie dwóch wie- 
lokątów podobnych maia sie iak kwadraty izbo- | 
ków odpowiadaiących. 

Uwaga. Stosunek kwadratowy zowiie sie 
inaczćy stosunkiem dęeoumnożnym , ratio du- 
plicata. Przeto też twierdzenie poprzedzaiące 
zwyczaynie tak sie wyraża: Dwa wielokąty pa- 
dobne są do siebie w stosunku dwu-mnożmym 
boków odpowiadaiących. 

215. Zagad. Maiąc dane dwa wielo- 
kąty podobne, wykreślić trzeci podobny dwom 
danym, i któregoby powićrzchnia równa była 
summie lub różnicy dwóch wielokątów da- 
nych. ; 

"Rozw. 1. Wykréśliwszy tróykat ABC fig. 
112. prostokątny przy C, w którymby ramiona 
kąta prostego AC, BC były bokami odpowiada- 
iącemi dwóch danych wielokątów Pi Q, na prze- 
ciwprostokątnćy AB wykrćślmy wielokąt R po- 
dobny wielokątom P i Q, i w którymby bok AB 
był odpowiadaiacy bokom AC , BC w dwóch 
wielokątach danych: wielokąt R iest szukany: 
gdyż ponieważ wielokąty te sa podobne, wiec 
podług twierdzenia poprzedzaiącego P: Q = 
AC?: BC; a tém samém 

P-Q: Q=AC -+BC?: BC? A że też iest 

+: R= BG :AB'; więc złoży- 

wszy te dwie proporcye, bedzie P + Q: R = 
AG'+-BC'; AB*. W tey proporcyi ponieważ gi 
poprzednik AC? +- BC? równy iest swemu na- 
stepnikowi (162); wiec i poprzednik 1szy P+- 
Q równy iest także swoiemu następnikowi R; to 
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jest , dwa dane wielokąty P i Q równesą żnale= 
zionemu R. 
|| o, Chcąc znaleźć wielokąt Q podobny dwom 
» wielokątom danym P i R, i któregoby pówićrz- 
' chnia równa była różnicy tychże dwóch wielo- 
katów.danych, trzeba wykrćślić.tróykąt prosto- 
kąatny ABC, daiąc mu za iedńo ramie kąta pro- 
stego AC bok wielokąta mnieyszego P, a za 
przetiwprostokątną AB bok odpowiadaiący wie! 
' lokąta wiekszego R: BC będzie bokiem odpo- 
wiadaiącym wielokąta szukanego Q: gdyż po- 
* nieważ wielokąty R i P są podobne; będzie R: 
P—AB*: AC*; a tém AA 

R-—P: P=AB' —AG*: AC, A że iest także 
*P :Q—= AO :BC';więczłożywszy 
te dwie proporcyć, bedzie R —P: Q = AB*' — 
AQ?:; BC? W tćy proporcyi poprzednik żgi AB* 
— AĆ* równy iest swemu następnikowi BU” 
(169); więc i poprzednik rwszy R = P tówny 
iest także swemu nastepnikowi Q; to ieśt, różnie 
capowićrzchni dwóch danych wielokątów Ri P 
równa iest wielokątowi znalezionemu Q; 

216. Zagad. Wykreślić wielokąt podo: 
bny danemu, i któregoby powićrachnia do 
powierzchni danego, miała się W stósunkiu 
danym ; lub któregoby powierzchnia równe 
była danemu kwadratowi. 

Rożw. 1. Daymy nato, że powićrzchnia dā- 
nego wielokata X fig. t 13, ma być do powierż= ` 
- chni wielokąta szukanego w stosunku dwóch 
- śakichkolwiek liniy prostych Mi N. Poprowa* 
- dziwszy liniią ABiakieykolwiek długości, i wzią* 
y / io* $ 
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wszy na nićy dwie części AD i BD, którebyy się ` 
miały do siebie w stosunku dwóch liniy Mii N; 


na linii AB jak na średnicy wykreślić półkole, i 
z punktu D wyprowadzić DO prostopadła do AB. 
Poprowadziwszy potóm cięciwy AC, BC, i wzią- 
wszy CE równą ce bokowi danego wielokąta X ; 
z punktu E poprowadzić EF równoodległa od 
, AB, aż do przeciecia sie w punkcie F z cieciwa 
, OB:liniia CF bedzie bokiem szukanego wielolkata 

odpowiadaiącym bokowi ce:-to iest, na liniii CF 


wykróśliwszy wielokat podobny danemu, wiielo- - 


kąt tenbędzie szukany. Jakoż wtróykącie ACB, 
iest AC: BC "EC: FC (178), a tém samem 
AC': BC'ÆECH FC 'A że 
AC: BG. =AD: BD (164) ;* wiec 
złożywszy dwie te proporcye będzie £C*: FC? 
==AD: BD. Ze zaś AD: BD" M: N podług 
wykróślenia, wiec EG: FC" =M: N; a tćm sa- 
mém wielokąt wykrćślony na boku EQ, czyli ec, 
- to iest, wielokąt dany X, ma sie do podobnego 
wielokąta wykrćślonego na boku FC, iak liniia 
M do linii N: gdyż wielokaty podobne maią sie 
iak kwadraty z boków odpowiadaiacych (214). 
Gdyby bok ec wielokąta X wiekszy był od 
AC; na ten czas liniia CA przedłużylibyśmy do e 
k, aby Ce = ce: wreszcie wykrćślenie i do- 
wodzenie byłoby to samo. 
ore. Chcąc wykreślić wielokąt podobny 
danemu X, któregoby powierzchnia równa by- 
‘ła danemu kwadratowi N*, trzeba naprzód wie- 
lokat dany X zamienić na kwadrat M równy mu 
co do powićrzchni; potćm do boków tych dwóch 


| 
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3 kwadratów; to iest do M iN; tudzież do boku 
ec danego wielokątaX znaleźć 4ta ieometrycznie 
/ proporcyonalną ; ta bedzie bokiem szukanego . 
| wielokąta odpowiadaiacym bokowi ec. Jakoż 
- ozmaczywszy 4ta ieometrycznie proporcyonal- 

ną głoska P, a wielokąt na nićy wykróślony 
_ głoska Z, ponieważ dwa wielokąty X i Z są po- 
dolbne z wykrćślenia, bedzie wiec X: Z= ec": 
P? 5 — 1 —5 — ; — 6 — Imi IM A. 

A że podług wykrćślenia M: N=ec: P, a 
tém samém M°: N` ec: P*; złożywszy te pro- 
porcyą z proporcyą oznaczoną głoską A, bedzie 
KIEM YUNA j 

W téy proporcyi ponieważ poprzednik 1szy 
X iest równy z wykrćślenia poprzednikowi omu 
M*, więc i nastepnik 1wszy Z, iest także równy 
następnikowi 2mu N* ; to iest, wielokat źnale- 
ziony, równy co. do powićrzchni. danemu kwa- 
dratowi. 

217. 'Twierd. Z punktu © wziętego za 
kołem fig.114. poprowadziwszy dwie liniie 
CA, CB przecinalące okrąg w punktach D i 
A, Bi F; będzie 04: CB—CF: CD. 

Dowod. Poprowadziwszy dwie cieciwy 
AF, BD, dwa tróykąty AGF, BCD, maia kąt C 
spólny , kąty A i B równe , gdyż obudwu miarą 
iest połowa łuku DF: więc dwa te tróykąty są 
podobne; bedzie zatóm ÇA: CB=CF': CD. 
Uwaga. W proporcyi tóy CA: CB=CF: 

GD, sieczna iedna CA i część ićy za kołem CD, 
-sa wyrazami skraynemi ;sieczna draga CBi część 
_ ićy za kołem CF, są wyrazami średniemi propor- 
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cyi; to iest, tąk się ma sieczna rwsza do zgbiey, 
iak część za kotem sieczney agićy, do cześcii za 
kołem siecznćy 1wszey. Stosunek takowy naazy- 
wa się odwrotny, radio inversa, dla różnicyy od 
stosunku: prostego directa, któryby był na. ten 
Czas, gdyby się miała sieczna 1wsza do agiity, 


iak część za kałem siecznóy 1wszćy, do częęści . 


za kolem drugićy. Dlatego też poprzedzaiiące 
twierdzenie zwyczaynie tak się wyraża: z puniktu 
wziętego za kołem popr. owadziwsży dwie ssie- 
czne; sieczne te sa do siebie w stosunku id- 
wrolnym częśći swoich za kołem, 

218. 'Twierd; Z punktu C wziętego za 
kołem, popr owadziwszy styczną CB fig. 1115 
z sięczną CA, przecinaiącą okrąg w pddkach 
AiD; bedzie styczna CB średnią ieometty- 
cznie proporcyonalną. między całą sieczną 
CA, i częścią ićy za kołem CD: to iest, be- 
dzie CA: CB= GB: CD. 

` Dowod. Poprowadziwszy dwie cieciwy BA, 
BD, zy tróykaty ABC, BDC maia kąt © spól- 
ny, kat A=DBC, gdyż obadwa maia za miarę 
połowe łuku BD (1 26), a zatóm dwa te tróykąty 
są podobne; bedzie wiec CA: OB=CB: CD. 

arg. Twierd. Wziąwszy w kole punkt 
C fig. 116. od upodobania, i i przez ten punkt po- 
prowadziwszy dwie cięciwy AB, DF w punkcie 
C przecihaiące się; cześci tych cięciw będą do 
stebie w stosunku odwrotnym. 

Dowod. Poprowadziw szy cięciwy FA, BD, 

tróykąty CFA, CBD mają k aty przy C równe, 

dj A równy kątowi D, gdy 4 obadwaą maią za 


4 
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- miajare PETA łuku BF: więc dwa te tróykaty są 


poodobne; bedzie zatćm: AC; DC=FC: BC. 

220. Uwaga. Porównawszy' to twierdae- 
nieie z twierdzeniem wyżóy podanćm (217), łarwo 
iesst postrzedz, że one są dwoina przypadkami 
naiastępuiącego twierdzeńia : 

Gdy dwie liniie proste przecinaiące się 
z ssobą w punkcie wziętym w kole lub za ko- 
łeem, przedłużone będą tak aby każda znich 
por. cada okrąg we dwóch punktach; odle- 
głłości spólnego Ach przecięcia się od punktów 
porzecięcia się ich z okręgiem są. do siebie w 
sttosunku odwr otnym. 

221. Wniosek. Gdyby cięciwa AB fig. 
1117. przechodziła przez środek koła, a cięciwa 
DJF była edrnićy prostopadłą, a tém samém w 
pvunkcie © na dwie równe cześci podzielona(108); 
naa ten Czas proporcya AC: : DC=FG: BG (219), 
zaamieniłaby się w nastepuiąca: AC: DC= DE: 
BSG: gdyż FC—DC; to iest, DC iest średnią ie- 
ovmetrycznie proporc yonalną między odcinkami 
MCi BC średnicy AB : cośmy iuz wyżéy innym. 
sjposobem okazali (202). 

292%. Zagad. Dana liniią BC fig. 118. 
jpodzie lič w stosuńkiu średnim i skr oy nym; to: 
ieest , podzielić te liniią ua dwie części tak , 
aby część większa CF była średnią ieontetry- 
cznie proporcyonalną miedzy całą liniia BG i 
częścią mnieyszą BF, czjli aby było BF: CF = 
CF: CB. 

Rozw. Z konca B lni dz anćy poprowadzi: 
wszy BS prostopadłą do BC i równa połowie li- 
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. nii BC; punkt S z drugim końcem € danćy linii 


Hoy, 


złączyć liniia prostą SC; z punktu S iako ze śro- 
dka promieniem SB nakrćślić koło, którego o- 


, krąg liniia SC przecina w punkcie D, nakoniec 


z punktu © iako ze środka promieniem CD wy- 
kreślić łuk DF, który liniią daną BC podzieli w 
punkcie F na cześci szukane. 
Gdyż ponieważ BC iako prostopadła z kon- 
ca promienia SB wyprowadzona, iest styczna z 
kołem (114), przedłużywszy zatćm CS do A, bę- 
dzie CD: CB = CB: CA (218). A zatćm 
GB — GD: CA — GB == CD: CB. 
| Ze zaś podług wykrćślenia CB —CD—CB 
—CF=BF; a liniia BS równa połowie BC, a 
tém tamém BC = 2BS = AD; bedzie więc 
CA—O0B=CA—AD—=GCD—CF; 

„ostatnia zatém proporcya zamieni się w nastę- 
puiąca: BF: CF—CF: CB. 

223. Zagad. - Nakreślić. koło, którego- 
by okrag przeszedł przez dwa dane punkta A 
i D, i stykać się z daną liniią CE fig. 119, 

Rozw. Złączywszy dwa dane punkta liniią 
prostą AD i przedłażywszy ia aż do przecięcia 
się z liniia daną CE w:punkcie C; miedzy lini- 
iami CA i CD znaleźć średnią ieometrycznie pro- 
porcyonalną, którą bedzie liniia CF, podług te- 
go co sie wyżćy powiedziało (204). Z punktu 
C promieniem CF wykrćślić łuk FB, przecinaią- 
cy liniia.dana CE w punkcie B. Nakoniec wy- 
króślić koło, któregoby okrąg przechodził przez 
trzy punkta A, B, D sposobem podanym wyżćy 
(111), koło to będzie szukane: gdyż podług wy= . 


linia AD mit od CE rionocdlią fe, 


i 


Ae 


“dan tżad punh s M cz Jo 
paot 2 amd liny P 
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_ kreślenia AC: CF=- CF: GD; czyli AC; CB = 

"OB: CD:rgdyż CB=CF z wykrśślenia. A że AG 
iest sieczna koła ADB, a CDiest cześć ićy zako- 
łem, więc QB iest styczna tegoż koła(213). Gdy 
wiec okrąg znalezionego koła przechodzi przez 
dwa dane punkta A i D, i dotyka sie linii danćy 
CE w punkcie B, koło zatćm ADB iest szukane. 


ROZDZIAŁ VIL 


o IFielokątach-w koło wpisanych i opisanych 
CY na kole. i | 


224 Uwaga. Powiedzieliśmy wyżóy (1 11),że 
maiąc dane trzy punkta, byle nie w linii prostćy, 
można zawsze wykrćślić koło, któregoby okrag 
przechodził przez te trzy punkta. Z tego wypa- 
da, że maiąc dany iakikolwiek tróykat ABC fig. 
120 można zawsze wykrćślić koło takie, które- 
goby okrąg przechodził przez wićrzchołki trzech 
kątow tego tróykąta: taki tróykat zowie się 
tróykątem w koło wpisanym, triangulum cir- 
culo inscriptum: W powszechności każdy wie- - 
lokat nazywa się wielokątem w koło wpisanym, 
gdy przez wićrzchołki wszystkich iego katów 
przechodzi okrag iednego koła; koło zaś takie 
zowie się kołem opisanćm na wielokacie. 

225. Zastąanowiwszy się nad tróykatem 
ABC w koło wpisanym , można niektóre iego 
własności wyżćy dowiedzione innym sposobem 
okaząć. I'tak ród, trzy katy tróykata ważą 
dwa kąty proste: gdyż každy znich ma za 


"RR 
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miare połowe łukn zawartego między iego ira- 
mionami (1 24); a że łuki „między ramionami tych 
trzech kątów zawarte, równaią się całemu okre- 
gowi, wiec miara tych trzech katów iest połowa 
okręgu, czyli miara dwóch kątów prostych. 
-2re. Gdy dwa katy Bi È sa równe, poło- 
wa łuku AC równa bedżie połowie łuku AB, a 
tém samém i cały łuk AC równy całemu łuk.o- 
wi AB: gdy zaś łuki te są równe, beda też i ciie- 
ciwy ich AC, AB równe (106), a że cieciwy te 
sa bokami tróykąta ABC, więc tróykat ten iest 
równoramienny. 

3cie. Odwrotnie równość boków AC, AB 
ciągnie za sobą równość łuków AC, AB i równość 
katów BiC. 

4te. Gdy trzy katy A, B, © są równe, , łuki 
też CB, CA, AB beda równe, i cieciwy ty 'ch ku- 
ków CB, CA, AB które tu są "bokami tróykata , 
będą równe : to iest, tróykąt będzie równobo- 
czny. 

te. Odwrotnie równość boków CB, CA, 
AB, ciągnie za soba równość łuków QB, CA, AB, 

„i równość katów A,B,C. 

Gre. Jeżeli kat A> B bedzie też łuk CB > 
AC, a tém samém i cięciwa CB, która tu iest bo- 
kiem tróykąta, większa od cięciwy AC (122), 

itd. 

226. Zagad. Wewnatrz danego tróy- 
kąta ABC fig. 121. wy kreślić koło takie, aby: 
boki tr óykąta były stycznemi tego koła, 

x Rozw. Dwa którekolwiek katy A iB „Pe 
dzieliwszy ria dwie równe części (40), przez lini- 
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ie AS, BS przecinaiące sie w punkcie S$, i z pun- 
ktaS do któregokolwiek boku tróykata mp. do 
boku AB spuściwszy prostopadłą $), punkt S 
bedzie środkiem, a prostopadła SD) proinieniem 
koła szukanego. 
| Gdyż spuściwszy do innych dwóch boków 
prostopadłe SE, SF, w dwóch tróykątach ASD, 
ASE, bok AS iest spólny, katy przy A równe z 
wykrćślenia , kąt ADS—AES iako proste: więc 
dwa tetróykąty przystaną do siebie (26), a w scze- 
gólności SD—=ŚSE.  Tymże sposobem z tróyka- 
tów SDB, SFB mogących do siebie przystać do- 
wiedziemy, że SF—=SD. Trzy więc prostopa- 
dłe$D,SE, SF są sobie równe, Okrag zatóm 
koh z punktu S promieniem SD nakróśłonego, 
przeydzie przez punkta E i F; i boki tróykata 
ABO w punktach D, E, F , będą styczaemi z 
kołem. Mai 

Koło wewnatrz tróykąta wykróślone , któ- 
rego boki tróykata są stycznemi, zowie się ko- 
łem w tróykat wpisanćm : a tróykat zowie sie 
tórkątem opisanćm na kole; Trzangułum cir- 
cub circumscriptum. WV powszechności ka- 
żdy wielokat, którego wszystkie hoki są styczne- 
mi iednego koła wykrćślonego wewnatrz wielo- 
katı, zowie sie wiełokątem na kole opisanym , 
a koło takie zowie się kołem wpisanćm w wie- 
lokat. 

Poprzedzaiące wiec zagadnienie można ina- , 
czóy tak wysłowić: wpisać koło w dany tróykąt. 

227, Uwaga. Ponieważ przez trzy puu- 
purkta A, C, B fig. 120, okrąg tylko iednego 
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kola przechodzić może (112), wiec wziąwszy 
unkt 4ty D za kołem, rzeczą iest widoczną, że 
okrąg koła ACB niemoże przeyść przez punkt D, 
a tćm samém czworokąt ADCB nie może być w 
koło wpisany. Lecz gdyby 4ty punkt F znaydo- 
wał się na okręgu koła ACB, czworokąt AFCB 
byłby: w koło. wpisany. Stad się okazuie , że 
nie każdy czworokąt, atóm bardzićy nie każdy 
wielokąt maiący boków więcey niż 4, może być 
w koło wpisany. 
"228. "Twierd. Każdy wielokąt foremny 
może być w koło wpisany i opisany na kole. 
Dowod. Niech bedzie iakikolwiek wielo- 
kąt foremny ABCDEF fig. 122. Nakreślmy koło 
któregoby okrąg przechodził przez trzy: wićrz- 
chołki trzech przyległych katów, A, B, C; niech 
punkt S bedzie środkiem tego koła: mamy oka- 
zać,że okrąg tego koła praćydzie przez wszystkie 
wićrzchołki kątów wielokąta. Jakoż z panktu $ 
poprowadziwszy liniie proste SA, SB,SC,S$D it.d, 
do wszystkich wićrzchołków katów wielokąta , 
trzy pićrwsze liniie SA, SB, SC są podług wykre- 
ślenia, promieniami tego koła, a tém samém rô- 
wne: więc dwa tróykaty SBA, SBC, w których 
bok SB spólny , bok SA = SC, bok BA = BC, 
przystaną do: siebie (28), a w sczególności kąt 
SBA—SBC; a zatém ieden z nich mp. SBC iest 
ołową obudwu, czyli kąt SBC iest połowa ka- 
ta ABC ; że zaś kat ABC = BCD), gdyż wielokat 
ABCEFiest foremny ; więc kat SBCiest także po- 
łową kata BCD. Nadto w tróykącie SBC bok 
SB—=SŚC z wykreślenia; wiec kąt SBC=SOB,a 
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zatóm ikat SCB iest połową kąta BCD, a tém sa- 
mém kąt pOD iest druga połowa tegoż kątaSCD. 


_ Więc kąt $CB=SCD. W dwóch zatém tróy- 


kątach SCB, SGD, bok ŚC iest spólny, bok CB 
== CD z założenią , i kąty miedzy temi bokami 
zawarte SCB, SCD równe: wiec dwa te tróykąty 
przystaną do siebie; (24), a w sczególności bok 
SB—SD; a zatém okrąg przechodzący przez 5 
punkta A, B, C, przeydzie także i przez punkt 
D. Tymże sposobem okazać można, że okrąg 
przechodzący przez 3 punkta B, C, D, przeydzie 
także przez punkt E i t.d. Wiecten sam okrąg 
który przechodzi przez punkta A,B,C, przey- 


- dzie przez punkta D, E, F, to iest, przez wszy- 


stkie wićrzchołki kątów wielokąta. 

ore. Ze Środek S koła opisanego na wie- 
lokacie, spuściwszy prostopadłe SM, SN i td. ` 
do boków. wielokąta, wszystkie te prostopadłe 
będą miedzy soba równe: gdyż boki wielokąta 
są cięciwami koła opisanego: cieciwy te sa mię- 
dzy sobą równe; wielokąt bowiem ABCDEF iest 
foremny ; a zatóm odległości tych cięciw odśro- 
dka koła, to iest , prostopadłe SM, SN it.d. są 
między sobą równe (124). Wziąwszy więc lini- 
niia SM za promień i z punktu S iako ze środka 
nakróśliwszy kolo , okrag tego koła przeydzie 
przez wszystkie punkta M,N, O it.d., i boki 


~ wielokata w punktach M, N, O i t.d. będa sty- 


czne tego koła (114); a zatćm koło to będzie 
wpisane w wielokąt. 


229. Uwaga. Punkt S spólny środek ko~ 
ła wpisanego w wielokąt i na nim opisanego., 
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może być także uważany iako środek wielokąta, 
dla tćy przyczyny kąty ASB, BSC i t.d. zawarte 
między dwoma promieniami do końców boków 
wielokąta poprowadzonemi , zowią się kątami 
we środku wielokata. 

Wszystkie kąty we środku wielokąta fore- 
mnego, są między sobą równe: gdyż cieciwy A B, 
BC i t.d., a tem samém i łuki AB, BC i ud. be- 
dące miarami tych kątów, są równe. A że wszy- 
stkie te katy ważą 4 katy proste (16), więc ie- 
dnego ważność znaydzie sie podzieliwszy 4 przez 
liczbę boków wielokąta. 1 tak zp. w ośmioką* 
cie foremnym ieden kat we środku iest 4 cztó- 
rech kątów prostych czyli 4 = 4 iednego kąta 
prostego i t.d Mi gf 

230. À stąd wypada, że wpisać w koło 
wielokąt foremny o iakićykolwiek liczbie bo- 
ków, iest to samo, co podzielić okrag koła da- 
nego na tyle łuków równych, ile wielokąt mićć 
powinien boków, i poprowadzić cięciwy tych 
łuków; cięciwy te beda bokami wielokąta fore= 
mnego w koło wpisanego : gdyż 10d boki AB, 
BC i t.d. iako cięciwy łuków równych, są sobie 
równe. 

ore. Tróykąty ABS, BCS, CDS it.d. ptży- 
staną do siebie (28), więc kąty SBC, SBA, SCB, 
SCD i t.d. są równe: a tém samém i kąty ABC, 
BCD it.d. będą sobie równe. A zatćm figura 
ABCDEF bedzie wielokatem foremnym. 

231. Zagad. W dane koła wpisać tróy* 
kąt równoboczny: 


http://rcin.org.pl 


MP 


""— 


Część I. 159 
Rozw“ Ponieważ tróykat równoboczny iest 
wielokątem foremnym maiącym trzy boki, trze- 
ba wiec okrąg koła danego podzielić na 5 cze- 
ści równe; a cięciwa Zcićy cześci okregu hede 


‘bokiem tr óykąta szukanego (: 250); albo też okr: ag 


podzielić na 6 , Części równych, a cieciwa dw óch 


' takowych cześci, „Będzie bokiem twóykąta szuka- 


nego: gdyż 4 4=4 Aby zaś podzielić okrąg na 
6 cześci równych, trzeba w danćm kole popro- 
wadzić cięciwę równą promieniowi tegoż koła; 
cięciwa ta odetnie łuk równy szóstóy części 0=, 
kręgu. | 

Jakoż niech bedzie sześciokąt foremny 
ABCDEF fig. 123. w koło wpisany : na okaza- 
nie że bok „tego sześciokąta , będący cięciwą 
szóstóy cześci okregu, iest rów ny promieniowi 


tegoż koła, poprowadźmy promienie SA, SB: 


w tróykacie ABS, kąt ASB we środku sześc sokat 
ta iest 4 cześcią 4 katów prostych , czyli 4 lub 4 
iednego prostego (250); więc dwa kąty SAB, , 
SBA ważą resztę do 2 katów Sieć : czyli kąt 
SAB + SBA. = 2 > —3=3— —=4 kąta pro- 
stego. Asże kąty te sa równe ; gdyż SAĄ= B; 
wiec każdy z nich waży połowe 4 4, to iest, kąty 
SAB, SBA ważą po 3 kata prostego. Tróykąt 
zatem ASB, maiacy kia n trzy katy równe , 
iest równoboczny: wiec bok AB—=SA ; to iest, 
bok sześciokąta wkoło wpisanego równy iest 
pr omieniowi tegoż koła. Poprowadziwszy li- 
niie AC, CE, EA, z których każda iest cięciwą 
dwóch szóstych części okręgu, będzie ACE tróy- 
kąt równoboczny w koło wpisany. 


i 
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252. Uwaga. Podaliśmy wyżćy (110), 
sposób podzielenia łuku danego na dwie równe 
części. Kiedy wiec okrąg koła podzielony być 
może na 6 części równych, można go także po- 
dzielić na 1% cześci równych: na ten koniec do- 
syć będzie łuk równy szóstćy cześci okręgu po- 
dzielić nadwie równe cześci,iedna takowa część 
bedzie równa dwunastćy cześci okregu. Podzie- 
diwszy znowu łuk równy dwunastóy cześci okre- 
gu na dwie części równe, «bedziemy mieli 24tą 

' cześć okręgu i t.d: Można więc okrag podzie- 
lić na cześci równych 12, 24, 48 it.d. czyli, co 
na iedno wychodzi, w dane koło możńa wpisać 
wielokąty foremne o 12, 24,48 it.d. bokach. 

233. 2. W czworokącie ABCS boki prze- 
ciwne są sobie równe , a zatém czworokąt ten 
iest równoleglobokiem (79): bedzie wiec AC”4- 
BS? =AB'+- BC? +- CS” AS? (176) ; czyli AC? 
-HBS = 4BS*; gdy liniie AB, BC, CS, AS, są 
między soba równe; a zatém i kwadraty ich są 
także równe. W ostatnim równaniu odiawszy ` 
po obu stronach BS*, zostanie AC* — 3BS*; to 
dest, AC? trzy razy wiekszy od BS* A zatém BS': 
AC*=1:3, a tém samém BS: AC—1: 3, to 
iest, promien koła tak się ma do boku tróykąta 
rownobocznego w to koło w pisanego, -iak je- 
dność do pićrwiastku liczby 3. A stąd wypada 
ród, że maiąc wiadomy promień koła, można 
bedzie wyrachować bok tróykąta równoboczne- 
go w toż koło wpisanego; i odwrotnie; 2re, że 
ponieważ prawdziwy pierwiastek liczby 5 nie 
może być wyrażony w liczbach, więc PORZE 

oła 
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kolła i bok tróykata rówriobocznego w toż koło 
wpisanego, są dwie liniie niespółmierne (38). 

254. Zagad. W/dane koło wpisać kwa- 
drat. 

Rozw. W daném kole poprowadziwszy 
dwie średnice AC, BD do siebie prostopadłe fig. 
124, i konce ich połączywszy cięciwami AB, BC, 
GD, DA, AREL ABCD w koło wpisany iest 
kwadratem szukanym: gdyż wszystkie katy iako 
zawarte w półkolu(128) są proste; wszystkie bo- 
ki są między sobą równe, bo są cięciwami cztć- 
rech łaków równych , iako bedących miarą 4 
katów prostych, maiących swóy wićrzchołek w 
punkcie S. à 

235. Uwaga. Wpisawszy w koło kwa» 
drat, łatwo będzie można wpisać wielokąty fo- 
remne 0 $, 16,32 it.d. bokach używaiąc spo- 
sobu wyżćy podanego (232). 

236. sre. W tróykącie ASB, prostoką- . 
tnym przy S, iest AB*=AS* -+ BS?; czyli AB" = 
2B$*; gdyż AS —BS iako promienie; to iest, 
kwadrat z boku AB, czyli kwadrat w koło wpi-- 
sany, iest dwa razy wiekszy od kwadratu z pro- 
mienia tegoż koła; a zatóćm BS*: AB" —= 1: 2 Sa 
tém samém BS: AB = 1: y 21 to iest, promień 
koła tak się ma do boku kwadratu w toż koło 
wpisanego, iak iedność do pićrwiastku liczby.2. 
Maiąc zatćóm wiadomy promień koła, można be- 
dzie wyrachować bok kwadratu w koło wpisa- 
nego: i odwrotnie. s 

i 257. Zagad. IF koto dane wpisać pię- 
ciokąt foremny. 
A it 
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Rozw. Aby zagadnienie to rozwiazać, itrze- 
ba okrąg koła danego podzielić na 5 częścii ró- 
wnych; a cięciwa piątey części okręgu, bedzie 
bokiem pieciokąata szukanego : albo też podlzie- 
* lié okrąg na ro części równych, a cięciwa dwóch 
„dziesiątych części okregubedzie bokiem pięcio- 

kąta szukanego: gdyż 4 = q5: trzeba więc zna- 
leżć cięcgiwe dwóch dziesiątych części okregu, 
albo co na iedno wychodzi, bok dziesięcioką- 
ta loremnego w koło wpisanego. 

Daymy na to, że AB fig. 125 iest bokiem 
dziesięciokąta foremnego w koło wpisanego. 
Ze $rodkakoła$ poprowadziwszy dwa promienie 
SA, SB do końców A iB boku dziesięciokąta, 
kąt we środku tego wielokąta ASB iest dziesiątą 

-~ cześcią4 katów prostych; czyli gz albo 2 iednego 
kata prostego: więc w tróykącie ASB, dwa dru- 
gie kąty SAB, SBA ważą resztę do dwóch katów 
prostych, to iest, ważą obadwa razem £ kąta pro- 
stego; a że kąty te SAB, SBA sa równe, bo SA, 
SB sa promienie, więc ieden z nich zp. kat SAB 
waży połowę $, to iest waży 4 kąta prostego : 
aże kąt ASB waży 3 kąta prostego , wiec kąt 
SAB iest dwa razy większy od kąta ASB. Podzie- 
liwszy więc kat SAB na dwie równe części przez 
liniia AG, będzie kąt CAS—=ASB, a tém samćm 
w tróykącie ACS, będzie bok AC= CS. < 

W tróykącie ABC kąt przy B, iakośmy `o- 
kazali wyżćy , waży 4 kata prostego ; kat CAB 

(waży 4 kąta prostego z wykreślenia : więc 3Ci 

kąt ACB waży resztę do dwóch kątów prostych : 
to iest, waży 4 kąta prostego ; a zatćm tiróykąt 
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AIBCmiaiacy przy podstawie BC dwa kąty równe, 
iest równoboczny, bedzie wiec AC—AB; wiec 
trzy te liniie AC, CS, AB sa między soba równe: 
' zmalazlszy więc iednę z nich , znaydziemy tém 
samém i dwie inne. 

Dwa tróykąty ASB, ACB maia kat przy B 
spólny; kąt ASB—=CAB z wykrćślenia: a zatóm 
sa podobne , bedzie więc AS; AB = AB: BO; 
czyli 4 BS: CS=CS: BC; gdyż AS= BS, AB= = 


bok gy: AB równa się -bdeinkówi. C$, rż, 
iest wiekszy od drugiego odcinka CB; gdy bo-- 
wiem w ostatniéy proporcyi poprzednik pićr- 

wszy BS większy iest od swego następnika GS, 
więc i poprzednik drugi CS musi być większy od 
swego następnika CB. Chcąc zatóćm wpisać -pie- 
ciokat foremny w dane koło , trzeba naprzód 
promień danego koła podzielić w stosunku śre- 
dnim i skraynym : odcinek większy promienia 
tak podzielonego, bedzie cieciwa rotéy cześci 
okregu: poprowadziwszy potóm cięciwę dwóch 
dziesiątych części okręgu, ta będzie bokiem pię- 
ciokąta szukanego. 

. Uwaga, Wpisawszy w koło pieciokąt i! 
dziesięciokąt foremny, łatwo bedzie w to samo 
kołó wpisać wielokaty foremne o 26, 40, 80 
itd. bokach sposobem wyżćy podanym. 

W powyższym: sposobie dochodzenia bo- 
ku dziesieciokąta foremnego w koło wpisana- 
80; przypusczamy , że bok ten iest duż znale- 
ziony, i przez cjąg rozamowań doc 'hodziny na 

ej p 
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- koncu, iżbok ten równa sie wiekszćy cześci 


promienia podzielonego w stosunku średnim i 
skraynym.: W nastepuiącym sposobie dowo- 
dzenia teyże prawdy przypusczenie takowe mie 
ma mieysca ; lecz za to przypuścić należy isaka 
rzecz skądinąd wiadomą i potrzebuiącą tylko do- 
wodzenia, że większa cześć promienia podzie- 
lonego w stosunku średnim i skraynym równa 
sie bokowi dziesieciokata foremnego w koło wpi- 
sanego. i 

Niech będzie promień SB podzielony w pwn- 
kcie C w stosunku średnim i skraynym. W zią- 
wszy cięciwę AB = CS i poprowadziwszy SA, 
CA; ponieważ podług założenia BS CSCS: 
BC, a AB—CS z wykréślenia , bedzie wiec BS: 
AB—AB: BC: tróykąty zatém SBA , CBA są po- 
dobne (196), a tém samém katy przeciwne lbo- 
kom proporcyonalnym są równe; toiest kat $ = 
CAB, i kąt SAB = ACB: a że kąt SAB — B, 
gdyż tróykąt SBA iest równoramienny , wiec i 
kat ACB = B , a tém samém bok AB = AC; że 
zaś AB —CS z wykróślenia, więc AC— CS: tróy- 
kąt zatóm ACS iest równoramienny , atóćm sa- 
mém kat S—CAS. 

Lecz kat ACB =S +- CAS (85); czyli 
kat SAB = 28; atym samém 
kąt B —=28. 

W ostatnich dwóch równaniach dodawszy 
strony odpowiadaiące, bedzie 
kat SAB + B = 48. Dodawszy po obu 
stronach kąt'S, będzie kąt SAB -+ B + S= 5S; 
toiest, wtróykacie SBA summa wszystkich trzech 
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katów iest 5 razy większa od kąta S, czyli co na 
ie:dno wychodzi, kat S iest piątą częścią trzech 
katów tróykąta : a Że trzy kąty tróykata ważą 
dwa kąty proste; wiec kat S iest piątą częścią 
dwóch katów prostych , czyli dziesiątą częścią 
4 kątów prostych; a tém samém łuk AB będący 
miara kąta S, iest dziesiątą cześcią całego okre- 
gu, więc cięciwa łuku tego AB równa z wykrć- 
ślenia większóy cześci promienia podzielonego 
w sposunku średnim i skraynym., iest bokiem 
dziesięciokąta foremnym w koło wpisanego. 

238. Zagad. Wpisać w koło: wielokąt 
faremny o 15 bokach, 

Rozw. Bok sześciokata czyli promień koła 
iest cięciwa 6téy cześci okregu; bok dziesięcio- 
kąta iest cięciwą 1otćy części okregu. Różnica 
miedzy 4 i 75 iest. Wiec z punktu A prze- 
niosłszy bok dziesięciokata od A do D, i pro- 
mień koła od A do E, tuk DE"AE— AD; czyli 
łuk DE jest różnicą między 4 i 75 częścią okrę- 
gu, a tém samém jest ~; częścią okręgu. Więc 
cięciwa tego łuku będzie bokiem pietnastokąta 
foremnego w koło wpisanegoe 

Uwaga.  Wpisawszy w koło pietnastokąt 
foremny, łatwo będzie w to samo kolo wpisać 
wielokąty foremne o 50, Go, 120 i t.d. bokach 
sposobem wyżćy podanym. 

259. Uwaga 2. W powyższych zagadnie- 
niach podaliśmy sposób podzielenia okręgu, ród 
ną cześci równych 5,6, r2 it.d.; zre, na 4,8, 
16 it.d.; Zcze, na 5, 10, 20it.d.; 4łe, na 15, 
50,60 it.d. 
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Sa także sposoby dzielenia okręgu na imne 
części równe, a mianowicie na 25, 50, 100, 
200, 400 it.d.; na 45, go, 180, 360 it.d.; lecz 
sposoby te w Jeometryi Elementarnćy wyłożo- 
ne być niemogą. -~ A, 

240. Część z45 okregu zowie się stopniem, 
gradus. Wprowadzono ten podział okregu na 
stopnie dla łatwieyszego oznaczania wielkości 


katów, których miara sa łuki miedzy ramioma- 


mi zawarte , iakośmy powiedzieli wyźćy (119); 

a dla wiekszćy dokładności każdy stopień dziieli 

się iescze na 60 części równych zwanych mzimu- 

tami pićrwszemi, minuta prima, każda minu- 
, ta na 60 części równych żwanych sekuńdami, 

minuta secunda, każda sekunda na 60 cześci 
„ równych zwanych tercyami, minuta tertia itd. 
Zero położone u góry z prawéy strony liczby ïa- 
kićy oznacza stopnie, a znamie iedno, dwa, trzy 
it.d. takież położenie maiące, oznacza minuty, 
sekundy, tercye it.d. z4p. łuk iakikolwiek a=37? 
15' 24" znaczy, Że łuk ten ma stopni 37, minut 
15,i sekund 34. 

Ponieważ miarą kąta prostego iest czwarta 
część okregu (120), więc kąt prosty ma go-sto- 
pni; kąt roztwarty więcćy, a kąt ostry mnićy 
niż go stopni. | 

Można było inna iakakolwiek część okre- 
gn wziać za stopień: zgodzono sie iednak na 
część z35 dla tey podobno przyczyny, że liczba 
500 iest podzielna przez wszystkie liczby, za= 
częwszy od 1, aż do 10, wyłączywszy. tylko li- 


'zba m 
CZ 7. 
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| Poźnićy we Francyi przyieto inny podział 

okregu na stopnie: -55 cześć okregu nazwano 
grade stopniem; setną cześć stopnia nazwano 
mimutą , setną cześć minuty nazwano sekumdaą 
i tud. W takim wiec podziale kat prosty ma 100 
stopni; kąt roztwarty więcćy, a kat ostry mnićy 
a miżeli 100 stopni: łuk np. iakikolwiek a= 24, 
gr znaczy, że łuk ten ma stopni 24 i minutgi, 
podług nowego podziału. 43 

Nowy ten podział w tém iest wygodny, że 
działania arytmetyczne z ułomkami dziesiątne- 
mi wymagaią nie wiele pracy. 

Wreszcie stopnie dawnego podziału łatwo 
być mogą obrócone na stopnie podziału nowe- 
go. Chcąc np. 7a stopnie podziała dawnego 
obrócić na stopnie podziału nowego, trzeba u-. 
łożyć następuiąca propotcyą: 

go: 100—72: X == go. 

Podobnież chcąc np. 50 stopni nowego 
podziału obrócić na stopnie podziału dawnego, 
trzeba ułożyć nastepuiącą proporcyą : 

100: goz=50: X =45,it.d. 

241.  Powiedzieliśmy wyżćy (121), Że. w 
niektórych sczególnych przypadkach można kat 
dany, a tém samém łuk bedący miarą tego kata 
podzielić na cześci równych 5,5 it.d. agá- 
dnienia poprzedzające: ułatwią do tego droge; 
- trzeba tylko uważać iaką cześcią całego. okregu 
iest dany łuk, Niechby mp. dany łuk był 4ta 
częścią okregu koła; bok dwunastokąta fore- 
mnego w koło wpisanego, byłby cięciwą Gcicy 
cześci danego łuku, a bok dwudziestokąta fors 
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mnego w toż koło wpisanego byłby cieciwą Hitćy 
cześci tegoż łuku. ; Gdyby łuk dany był 5ta cze- 
ścią okregu koła, bok piętnastokąta foremnego 
w to koło wpisanego byłby cięciwa Zciey częsści 
danego łuku i t.d. 
~ 242, Zagad. Maiąc wiadomy bok wie- 
. lokata foremnego o iakićykolwiek liczbie Do- 
ków w koło wpisanego, znaleźć ważność borku 
innego wielokąta foremnego w toż koło wpi- 
sanego, który ma boków dwa razy więcćy niż 
wielokąt pierwszy. 

Rozw. Niech będzie AB fig. 126, bok wie- 
lokata pićrwszego , AM bok wielokąta drugiego. 
Przedłużywszy promień MS do N, i poprowadzi- 

"wszy cięciwe AN, w tróykącie MAN prostoką- 
tnym przy A (r28),i w którym AB iest prostopa- 
dła do MN (r09),iest MN: AM=AM: MO (202). 

. Więc AM" =MN X MO. Aże MN = 2MS,'a 

MO—MS— SO; bedzie wiec ` 

|. AM*—=>SM (MS— SO): — : — : — A. 

W tróykącie ASO prostokątnym przy O, 

iest S0*=AS*— AÒ’ (169): czyli SO* =MS*— 
z AB)": gdyż MS=A$, A0—4AB. WięcSO 

ZM MS*—(4AB)*. W równaniu zatóm A za- 

miast SO położywszy znalezioną ważność , ró- 
wnanie to zamieni się w następuiące : AM*—= 
2MS* (MS—y/ MS*—(iAB). 
- Wziąwszy promień MS za 1, bedzie 
AM*—=2 ( PSA PE (IAB); to iest: poło- 
wę boku danego wielokata podnieść də kwadra- 
tu, kwadrat ten odiąć od 1, z pozostałćy reszty 
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wjyyciagnąć pićrwiastek kwadratowy, który odię- 


ty odu i rozmnożony przez 2, bedzie kwadra- 


term boku wielokąta szukanego ; a zatém piér- 
wiiastek tego kwadratu będzie ważnością tegoż 
boku. JW 

Łuk AM wpunkcie P podzieliwszy na dwie 
równe części, i poprowadziwszy dwie cięciwy 
ABP, PM; cięciwy te byłyby dwbma przyległemi 
bokami wielokąta foremnego w koło wpisane- 
go, maiącego boków dwa razy wiecóy niż wie- 
lolkąt drugi; i byloby podług powyższego zaga- 
dmienia AP*—=2(1—yi —(ZAM)' i tak dalćy. 

247. Zagad. Marac wielokąt foremny 
o iakieykolwiek liczbie boków ABCD it.d. fig. 
1%7 w koło wpisany , opisać na tém kole dru- 
gi wielokąt podobny pierwszemu. 

Rozw. Ze Środka koła S, spuściwszy Sa, Sb 
it.d. prostopadłe do boków wielokąta ABCDEF, 
i przez punkta a, b, c i t.d. poprowadziwszy sty- 
czne koła GH, HI i t.d., aż do przecięcia sie z 
sobą w punktach G, H, I, K it.d. wielokąt 
GHIit.d. będzie szukany: gdyż poprowadziwszy 
liniie SG, SH, ST i t.d., tróykaty SHa, SHb pro- 
stokatne przy a i b maią bok SH spólny; bok Sa 
= S$, więc przystaną do siebie (2), a w scze* 
gólności kat HSa — HSb, a zatém i miary tych 
kątów są równe; to iest, łuk Ba = Bd. Więc 
liniia SH przechodzi przez środek łuku ad, czyli: 
liniia SH przechodzi przez wićrzchotek kata B. 
Tymże sposobem okazać można , że liniia SI 
przechodzi przez wićrzchołek kąta C it.d. Ze 
zaś liniia GH iest równoległa od AB, gdyż obie- 
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dwie sa prostopadłe do Sa, i liniia HI równole- 
gła odBCi t.d. bedzie kat GHI—= ABC (70). IPo- 
dobnież okazać można, że kąt HIK = BCD iitd. 
Wiec kąty wieloksta opisanego równe sa katom 
wielokąta wpisanego. Nadto w dwóch tróylka- 
tach GSH, ASB podobnych, tudzież w drugiich 
dwóch HSI, BSC podobny ch, iest GH: AB==SH: 
SB BI: BC—SH: SB; aże SH: $B=SH: SB, 
wiec GH: AB—=HI: CB. 

W tćy proporcyi nastepnik 1wszy AB równy 
iest nastepnikowi 2mu BC z założenia; wiec i 
poprzedniki są równe: to iest; GH—=HI. Tymże 
sposobem okazać można, że HI=IK, IK=KL 
i ted. a zatćm wielokat GHI itd. ma boki wszy- 
stkie między sobą równe ; iest-więc foremny i 
podobny wielokątowi wpisanemu. 

Sposób 2gi,  Niech.bedzie wielokąt fore- 
mny ABC i t.d. w koło wpisany fig. 128. Po- 
Ar promienie SA, SB, SC itd 3 z 

onców A,B,C it.d. tych promieni poprowa- 
dziwszy liniie GH, HI, IK itd. prostopadle do 
tych promieni, i przecinające sie z soba w pun- 
ktach H, I, K it.d.; wielokąt GK będzie szukany. 

"Gdyż w dwóch tróykątach ABG, BCH, bok 
AB—= BC iako boki wielokąta foreimqego; kąt 
BAG—=CBH gdyż maia_ za miare połowe łuków 
, równych AB, BC (i 26), kąt ABG = BCH dla 
téyże przyczyny, wiec dwa te tróykaty przysta- 
ną do siebie, a w sczególności kat G=H.' 

~ "Fymże sposobem okazać można , że dwa 
tróykąty BCH, GDI, przystaną do siebie ; będzie 
więc kąt H=L Toż mówić o innych tróyką- 
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tach; a zatćm wielokat GHIK:it.d. ma kąty 
równe. JR 

Nadto tróykaty ABG, BCH, CDI it.d. są 
równoramienne ; gdyż katy ich przy podstawie 
AB, BC GD) it.d. sa równe, iako maiące za mia- 
re: połowe łuków AB, BC i t.d.; wiec bok AG 
=BG, BH= CH it.d. a że wszystkie te tróyka- 
ty moga do siebie przystać, więc bedzie AG = 
GIB=BH—=HC=CI it.d. Ze zaś każdy bok 
wiielokata opisanego GHIK i t.d. złążony iest 
z dwóch takowych liniy, wiec wszystkie boki 
bedą między sobą równe. Wielokat zatóm o- 
pisany GHIK i t.d. maiac wszystkie kąty równe, , 
i boki równe iest foremny. 

244. Uwaga. Przez wszystkie wićrzchołki 
katów kwadratu ABCD fg. 124 wkoło wpisane- 
go poprowadziwszy styczne, utworzy się EFGH 
kwadrat na kole opisany, który iest kwadratem 
średnicy tegoż koła: gdyż bok tego kwadratu 
EF iest równy DB średnicy kola. A zatóm kwa- 
drat na kole opisany i kwadrat średnicy iest 
wszystko iedno. 

245. Odwrotnie. Maiąc wielokat fore- 
mny GHIK i t.d. fig. 127. opisany na kole, aby 
wpisać w to samo koło: drugi wielokąt foremny 
podobny pićrwszemu, wićrzchołki katów dane- - 
go wielokąta złączmy ze środkiem koła liniiami 
SG; SH, SI i t.d. które okrag przecinaiąa w pun- 
ktach A,B,C it.d, Punkta te połaczywszy li- 
niiami prostemi AB, BC itd.. wielokar AD bedzie 
szukany: gdyż 10d tróykaty SGH, SPI, SIK itd. 
` mogą do siebie przystać; a w sczególuości kąty 
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ich przy S sa miedzy soba równe, wiec i miary 
„ ich, to iest, łuki AB, BC, CD i t. d. są także? ró- 
wne, a tém samém i cieciwy AB, BC, CD itt.d. 
będące bokami wielokąta szukanego , sa mieedzy 
soba równe. : 2re. Ponieważ GS—=HS i ASS—= 
BS, więc G$: AS HS: BS; a zatćm liniia . AB 
iest równoległa od linii GH (180). Podobnynmże 
sposobem okazać można , że liniia BC jest ró- 
wnoległa od HI. A zatćm kąt ABC—=CGHI, iaako 
zawarte między liniiami wzgledem siebie rówrno- 
ległemi i wiednęż strone rozchodzącemi się. IDla 
tćyże przyczyny kat BOD=HIK itd. a że łka- 
ty GHI, HIK itd. sarówne z założenia, wieec i 
katy ABC, BCD it.d. beda sobie równe. W/ie- 
lokat zatóm wpisany ABCD i t.d. maiąc boksi i 
‘katy równe, iest foremny. 

Sposób agi. Niech będzie wielokąt fovre- 
my GHIK i t.d. fig. 128. opisany na kole: atby 
wpisać w to samo koło drugi wielokąt foreminy 
podobny danemu , punkta zetkniecia sie bokćów 
wielokąta danego z okregiem, to iest punkta /A, 
B, C itd. połączywszy liniiami prostemi AB, HBC 
it.d. wielokąt ABCD it.d. bedzie szukany: gdłyż 
w dwóch tróykatach ABG , BCH; bok AG—BJIH, 
bok BG HC iakośmy, okazali w zagadnieniiu 
poprzedzaiacem (243); kąt AGB—BHC z zało- 
żenia: a zatóm dwa te tróykaty przystaną do site- 
bie, ʻa w sczególności AB = BC. Tymże spo- 
sobem okazać można, przez przystanie dwóch 
tróykątów BCH i CDI, tudzież drugich dwóch 
CDI i DEK it.d., że bok BC = CD, bok CID 
=DE itd. Boki zatém wielokata ABGD it. al. 
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_ są między soba równe: a tém samém i łuki AB, 


BO, CD i ud. których boki te sa cięciwami, są 
miiędzy sobą równe. A stąd wypada, że i kąt 
ABC —BOD: gdyż pićrwszy z nich obeymuie 
ramionami swoiemi łuk AEC , drugi obeymuie 
rasmionami swoiemi łuk BFD: te za$ dwa łuki sa 
soibie równe, każdy bowiem z nich złożony iest 
ze 4 łuków między soba równych. Podobnież 
okazać można , że kąt BCD = CDE, kat CDE 
= DEF i t.d. Wielokat zatém ABCD i t. d. ma- 
iac wszystkie boki i katy równe iest szukany. 
240. Zagad. Maiac wiadomy bok AB, 
„ wielokąta foremnego: ABCD it.d. w koło wpi- 
sanego fig. 127. znaleźć ważność boku HG wie- 
lokata GHI i t-d. na témże kole opisanego. 
Rozw. Poprowadziwszy Sa prostopadła 
do AB, dwa tróykąty SAm , SGa prostokątne 
przy m i a, i maiące kat S spólny sa podobnę 
wiec Sm: Sa = Am: Ga. PRozmnożywszy 2gi 
stosunek przez 2, bedzie Sm: Sa = 2Am: 2Ga; 
czyli Sm: Sa = AB: HG. Wiec 
I AE 1:16 Rua: 
Sm 
"W tróykacie ASm iest Sm* = AS* — Am* 
(169); czyli Sm = Sa* — (ZAB)'; a zatem Sm 
=y Sa' — (ZAB). Ważność te położywszy 
w równaniu A zamiast $m, bedzie 
AB X Sa 
V Sa*—G AB) 
I taka iest ważność boku GH wielokąta fo- 
remnego na kole opisanego.  Oznaczywszy bok 


GH == 
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AB wielokąta w koło wpisanego głoska a, Ibok 
HG wielokąta na kole opisanego głoską "A, a 
promień Sa wziąwszy za 1, będzie 

aX 1 a 
V'-Ga* Vila 
Podobnież oznaczywszy głoską b bok wie- 
. lokata wpisanego maiącego dwarazy więcćy bo- 
ków, niż wielokąt rwszy wpisany, a głoska B 
bok wielokąta opisanego , maiącego dwa razy 
więcćy boków, niż wielokąt 1wszy opisany; bę- 


i 


A= 


247. Twier. Obwody wielokątów Mk. 
mnych o iedney liczbie boków, są w stosunku 
promieni kół opisanych lub wpisanych, a ich 
| powierzchnie są w stosunku dwumnoż śrym 

tychże promieni. 

Dow. ród. Niech beda dwa wielokąty före, 
mne o iednéy liczbie boków ABCDEF, abcdef 
fig: 122: wpisawszy w nie i opisawszy na nich 
koła; których środki sa S, s poprowadźmy pro- 
mienie SA”, SB, SC it.d., sa, sb, seit.d. W 
dwóch tróykatach ABS, ab; A kat ASB = asd , 
kąt SAB=sab : gdyż każdy z nich iest połową 
kata w wielokacìe: więc dwa te tróykaty sq: po- 
dobne. Będzie zatóm SA: sa = AB: ab Ze zaś 
i obwody tych dwóch wielok: atów maia się iak 
AB: ab (214); wiec obwody te maią się także 

iak SA, sa: toiest, iak promienie kół opisa- 
_ nych. 
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are. Z punktów S$ i s do boków AB i ab 
_ sppuściwszy prostopadłe SM, sm ,. dwa tróykąty 
AMS, ams prostokątne przy M, m, i-w których 
kiat SAM sam , są podobne; wiec SA, sa = 
SIM: sm; a że podług dowiedzenia, SA: sa == 
AMB: ab; więc AB: ab ŚM: sm, a tém samém. 
oibwód iednego wielokata, do obwodu drugiego, 
iak SM: sm Czyli iak promienie kół wpisanych 
w te wielokąty: liniie bowiem SM, sze sa pro- 
mnieniami kół wpisanych.  , 

5cie. Ponieważ iest AB: ab "SA: sæi 
MB: ab ZSM: sm bedzie więc AB? sab” —SA*: 
sa” i AB': ab’ —ŚM*:sm'. A że powićrzchnie 
tych wielokatów maia sie do siebie iak AB*: ab* 
(214), więc będa sie też miały iak SA*: sa*, al- 

‘bo iak SM*: sm”, to iest, iak kwadraty promie» . 
mi kół opisanych lub wpisanych; czyli, powićrz- 
chnie wielokarów foremnych o iednćy liczbie 
boków są w stosunku dwumnożnym promieni 
kół opisanych lub wpisanych. 

248. Twierd, Powierzchnia wielokata 
foremnego na kole opisanego ABCD itd. 
Jig. 122. równa iest iloczynowi iego obwodu 
przez połowę promienia koła wpisanego w ` 
ten wielokąt. 

Dowod. Do wićrzchołków wszystkich ka- 
tów danego wielokąta poprowadziwszy promie- 
nie SA, SB, SC it.d., powićrzchnia wielokąta 
podzielona będzie na tyle tróykątów magących 
do siebie przystać, ile wielokąt ma boków. Ka- 
żdy z tych tróykątów np. ASB, biorac w nim za 
podstawę bok wielokąta AB , ma za wysokość 


, 
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SM promień koła wpisanego. Bedzie więc po- 
wićrzchnia tróykąta 
ASB=AB X 48SM, Podobnież powierzchnia 
p tróykata 
BSC—BC X4SM: gdyż SN—=SM; a zatem, 
powićrzchnia tróykaątów ASB +- BSC = AB X 
4SM +- BG X 4SM, czyli ASB -- BSC—(AB + 
BC) 3 SM. | | 
'Tymże sposobem postepuiac dalćy, oka- 
Żemy , że powićrzchnia wszystkich tróykatów 
składaiących powićrzchnia wielokąta danego, 
rówpa iest (AB-- BC CD DE EF) ;SM, 
to iest; powićrzchnia wielokąta ABCD i t. d. ró- 
wna iest iloczynowi iego obwodu, przez połowe 
promienia koła w ten wielokąt wpisanego (*). ' 
249: Wniosek. Stad wypada, że kiedy 
iest kilka wielokatów foremnych o różnéy li- 
czbie boków, na iednómże kole opisanych; po- 
wićrzchnie ich maia się do siebie, iak ich obwo- 
` dy: gdyż nazwawszy ieden wielokąt Q, drugi 9, 
obwód pićrwszego O, 2g0 o, a promien koła na 
którém te wielokaty sa opisane, czyli co na ie- 
dno wychodzi, promień koła w te wielokąty wpi- 
sanego nazwawszy R, bedzie podług poprzedza- 
iącego twierdzenia Q=4RO ; q=} Ro: a za- 
tém Q: 9=3RO: Ro. Podzieliwszy drugi sto- 
sunek przez 4 R, będzie Q: g= 0:0, to iest, 
wielokaty Q i g są do siebie iak ich obwody. 
150 
(*) Prostopadła SM spusczona ze środka koła w 
wielokąt foremny wpisanego , do boku tegoż 
wielokąta zowie się po grecku Apothema. 
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aha. "Twierd. Powierzchnia wielokąta 
_fomemnego wkoło wpisanego , maiącego pa- 
nzwsłą liczbę boków , równa iest iloczynowi 
połowy promienia koła opisanego przez ob- 
wójił innego wielokąta foremnego w toż koło 
wpisanego , lecz maiącego dwa razy mnićy 
bohów niż wielokąt dany. 
Dow. Niech bedzie AD fig. 123, sześcio- 
Kait foremny w koło wpisany, ACE tróykąt fore- 
mnmy czyli równoboczny wtoż koło wpisany. Po- 
prowadziwszy promienie SA, SB, SC it.d. wtróy- 
kqcieSBA wziąwszy za podstawę SB, wysokością 
ieggo bedzie AG prostopadła do SB (109): a za- 
tém powiórzchnia tróykąta SBA — AG X 4 SB. 
Podobnież powierzchnia 
tróykąta SBC = CG X 4 SB. 
Wiec SBA +- SBC—= (AG -++ CG) 48B; ci po- 
wäérzchnia, czworokata ABCS=AC X 46S 
Tymžże sposobem okazać można, że po- 
-wićrzchnia czworokąta CDES = CE X 4SB, i 
AFES—=EAX 4SB. Azatćm powićrzchnia wszy- 
stkich trzech czworokatów, czyli powićrzchnia 
sześciokąta AD=(AQG sw CE - EA) 4 SB; to iest, 
powiórzchnia sześciokąta foremnego wkoło wpi- 
sanego, równa iest iloczynowi obwodu tróykąta 
równobocznego w toż koło wpisanego , przez 
połowę promienia koła opisanego. | 
Ten sam iest sposób dowodzenia, gdy wie- 
lokat w koło wpisany ma inną iakakolwięk li- 
czbę parzysta boków. Oznaczywszy zatóm gło- 
ską W obwód wielokata foremnego o iakićykol- 
wiek liczbie boków w koło wpisanego , apro- 
12 
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mien koła opisanego głoska R ; iloczyn 5 RW” o- 
znaczać bedzie powierzchnią wieloksta foremme- 
go w koło wpisanego. Uważać tu tylko potrze- 
ba, że ieżeli W znaczy obwód tróykąta , kwadira- 
tu, pięciokąta it.d. iloczyn 4 RW w yrażać lbę- 
tlzie w pićrwszym przypadka | powićrzchnią size- 
ściokąta, w drugim powićrzchnia ośmiokąta, w 
5cim powiórzehnią dziesięciokąta i it.d. à 
251. Zagad. Maiąc wiadome powierz- 


chnie dwd wielokatów foremnych, podo- 


bnych iednego w koło wpisanego, drugiego o- 
pisanego na kole, znależć powićrzchnie dwóch 
innych wielokątów foremnych , iednego wpi- 
sanego, drugiego opisanego, maiących boków 
po dwa razy więcćy , niż wielokąty pierwsze. 
Rozw. Niech będzie ab, fig. 129 bok da- 
nego wielokąta” wpisanego, AB równoodległa od 
ab bok wielokąta opisanego. Poprowadziwszy 
promień Sm prostopadły do ab, tudzież cieci- 
wę am i styczne aP, bN , cięciwa am będzie 
bokiem wielokąta wpisanego ‘dwa razy wiecéy 
boków maiącego, a PN bedziebokiem wieloka- 
ta opisanego dwa razy więcćy boków maiącego; 
co iest łatwo okazać podług wiadomości po- 
przedzaiacych. : 
Niech bedzie g powićrzchria wiadoma wie- 
lokąta wpisanego, którego bokiem iest ab, Q 
pin rio wiadoma wielokąta opisanego , 
tórego bokiem iest AB; æ powićrzchnia szuka- 
na wielokąta wpisanego, którego bokiem iest 
am; X powiórzchnia szukana wielokąta opisa- 


nego; którego bokiem iest PN. 


U 
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Dwa tróykąty aDS, amS maiace spólny 


_ wierzchołek w punkcie a, są do siebie iak pod- 
stawy SD, i SM (151), tosiest > 
aDS: amS = SD: Sm. 

Ą Te same dwa tróykaty, uważaiąc ie iako 
cześci wielokątów g i ©, są do stebie iak te wie-. 
lokaty: gdyż iaką częścią powićrzchni wieloka- 
ta cj iest tróykąt aDS, taką częścią powićrzchni 
wielokąta æ iest tróykat amS, o czém widocznie 
przekonać się można, dokończywszy figury : 
bedzie więc. | 

«DS: amS = qix. ` Złożywszy dwie te pro- 
porcye, będzie g: c=SD:$m —  — — A. 
Tróykaty mas i mAS maiące spólny wićrz- 
chołek w punkcie m, są do siebie iak podstawy 
aS, AS, to iest. ! 
maS: mAS = aS: AS. 

Te same tróykaty uważane iako cześci po- 
wierzchni wielokątów xi'Q, są do siebie iak te 
wielokaty; to iest 

maS: mAS =x: Q. 

Złożywszy dwie ostatnie proporcye, będzie 
cnQ Z a8: AS —  — ; — 6—B. * 1 
„W tróykącie ASm, w którym aD iest ró- 
wnoodległa od Am, iest SD: Sm—za$: AS(178). 
Więc złożywszy dwie proporcye oznaczone gło- 
skami AiB, będzie q: v=x: Q; a tém samém- 
TZOKX q, ESR y QXg. To iest, powićrz- 

- clmia szukana wielokąta wpisanego x równa 
iest pićrwiastkowi iloczynu dwóch powićrzchńi 
wielokątów danych Qi g. ' 

2re. Dwa wóykąty SPm, SPA maiące spól- 
r2* 


. 
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ną wysokość Smr, są do siebie iak podstawy mmP, 
AP, to. iest 
‘SPm SPA == mP: AP. 

Ponieważ zaś liniia SP dzieli kat ASmz ; na 
dwie równe cześci, co łatwo iest okazać: za ppo- 
mocą tróykątów SPm; SPa mogących dó siebhjea 
przystać, będzie więc 

mP: AP =Sm: AS (181); że zaś 

Sm: ÀS = SD: Sa; czyli ` 

Sm: AS = SD: Sm, gdyż Sm — Sa ; 

SD: Sm—=q : «a, podług pićrwszty-czzę- 
ści ninieyszego zagadnienia ; złożywszy wviec 
wszystkie te proporcye , bedzie SPm: SPA: — 
q: x atém samém ŚP: SPm + SPA = 97: g 
F x; czyli SPm: ASm=qg: qar Rozmmo- 
żywszy A Daa przez 2, będzie 2$Pm: ASS 
2 4 
Log. S aSPm==SPm +-SPa-aPns i LALSm 
uważane jako cześci powićrżchni wielokąttów 
X iQ są do siebie iak te wielokaty, to iest 

aSPm: ASm = X: Q; wiec 

X: Q=24q: g ka; a tóm samém - 

REMKAG, 
q-+ «© 

oka, Uwaga. Zmalazłszy, wielokaty ©, 
X, chcąc potém znaleźć powićrzchnie dwóch 
innych’ wielokatów y wpisanego, Y opisanefgo s 
*któreby ARA pó dwa razy więcćy boków, niż 
wielokąty «r, X; tymże samym sposobem posstę- 


puiąc zsljibyśny, żey =V XX a; 
ow KR 
ZANE 
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Podobnież oznaczywszy głoskami z, Z po- 
wsićrzchnie dwóch innych wielokątów maiacych 
pco dwa razy więcćy boków , niż wielokaty y, Y; 


—— t4 
byyłoby 3 "VM EXI; zain 


z 
| 253. Twierd. Gdy są dwa koła nakré- 
ślione z jednego środka S$, dwoma promieniami 
niierównemi AS, BS fg. 150, które sie zowią 
kołami spółśrodkowemi , circuli concentrici ; 
można zawsze w koło*wieksze wpisać wielokąt 
foremny, na kole zaś mnićyszem opisać wielo- 
kąt podobny pićrwszemu tak, że obwód wielo- 
kiata wpisanego w żadnym punkcie nie zey- 
dizie się z okregiem koła, mnieyszego , obwód 
zaś wielokąta opisanego w żadnym punkcie 
mie zeydzie się z okregiem koła większego. | 
Dow. Przez punkt B poprowadziwszy sty- 
czna CD, aż do przecięcia sie z okręgiem wie- 
kszym w punktach C iD, podzielmy okrąg wie- 
kszy natyle części równych, aby każda cześć by- 
ła mnieysza od łuku CAD.. Daymy nato, że taką 
częścią iest łuk EAF, który w punkcie A iest po- 
dzielony na dwie cześci równę. Poprowadziwszy 
cięciwę EF, cięciwa ta iest w odległości wie- 
kszćy od środka koła S, niżeli cięciwa CD(124). 
A że ta-cięciwą iest równoodległa od cięciwy 
GD, gdyż obiedwie sa prostopadłe do A$(109); 
więc dwie te cięciwy zeyść się z soba nie mogą: 
a zatćm i cięciwa EF z okregiem koła mnieysze- 
go zeyść sie nie może; a tém samém i obwód 
wielokąta foremnego wkoło wieksze wpisanego, 
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którego bokiem iest cięciwa EF, z okręgiem ko- 
ła mnieyszego zeyść się nie może. y 

Poprowadziwszy promienie ES, FS przeci- 

naiące się z cięciwą CD w punktach I, H, liniia 
IH będzie bokiem wielokata opisanego na kole 
mnieyszćm podobnego wielokątowi wpisanemu 
w koło większe (245). Gdyby bok ten 1H mógł 
się zeyść z okręgiem koła większego , zeyście się © 
to-w innym punkcie nie mogłoby nastąpić, chy- 
ba w punkcie I lub H, które ze wszystkich pun- 
któw linii HI są naybardzićy oddalone od okre- 
gu mnieyszego , a tém samém naybardzićy przy- 

„ bliżone do okręgu większego. Lecz gdyby punkt 
np, I zaaydował się na okręgu wiekszym, naten 
czas liniia SI byłaby równa linii SE; co być nie 
może, gdyż pićrwsza iest częścią drugićy: wiec 
i bok IH wielokąta drugiego nie może się zeyść 
z okręgiem większym. Toż mówić o innych bo- 
kach tego wielokąta. A zatóm obwód wieloka- 
ta opisanego na kole mnieyszćm, nie może sie 
seske z okregiem koła większego. 


ROZDZIAŁ IX. 


O powićrzchni koła i o stosunku okręgu do 
średnicy. 


254. Wiadomości w Rozdziale V i innych 
wyłożone, dały nam poznać rozmaite własności 
koła, do zracznóy liczby twierdzeń o liniiach 
prostych, [o katach i wielokątach ścisły wpływ. 

~ małących. Lecz pozostała iescze do wyłożenia 
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rzecz w dalszéy Jeometryi istofnie potrzebna, to 
iesst, czyby nie można jakowym sposohem zimie= 
rzyć okręgu koła i iego powićrzchni, ieżeli nie 
z ttaka dokładnością, z jaką mierzyć moemy li-. 
niiie pręste i płasczyzny liniiami prostemi zakoń- 
czone; to przynaymnićy z jak naywiekszóm do 
rzieczywistćy ważności przybli/eniem. Wiado- 
mości w poprzedzaiacym Rozdziale podane o 
wiielokątach foremnych w koło wpisanych i o- 
pisanych na kole ułatwia nam do tego droge. 

255. Przypatrzywszy się z uwagą dwom 
wiielokątom foremnym oiednakowćy liczbie bo- 
ków, iednemu w koło wpisanemu, drugiemu o- 
pisanemu na kole, postrzeżemy ród, że obwód 
opisanego wiekszy iest, niż obwód wpisanego 
wielokąta: gdyż w tróvkątach ABG, BCH i t.d, 
fig. 128, AG BG> AB, BH -- CH> BC i td. 
(22). 

256, 2re. Podwaiaiąc ciągłe liczbe bo- 
ków wielokąta wpisanego i opisanego, obwód 
pićrwszego będzie sie co raz powiększał, obwód 
zaś drugiego będzie się coraz zmnieyszał. Ja- 
koż niech bedzie fig. 13r, ab bok. wielokąta 
foremnego w koło wpisanego, aM, M połowy 
dwóch boków przyległych wielokąta na kole o- 
pisanego. Poprowadziwszy promień Smm prosto+ 
padły do ab, i cięciwy am, bm, tudzież liniią 
AB prostopadłą do Sz; cięciwy am, bm beda 
dwoma bokami przyległemi wielokąta wpisane- 
go maiącego dwa razy wiecćy boków niż wie- 
lokat pićrwszy wpisany; liniie zaś gA, Am, mB, 
Bå, bedą połowami boków wielokata opisanego, 


l 
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maiącego dwa razy wiecćy boków, niż wielólkąt 
opisany pierwszy. 

W tróykącie amb iest am + bm > ab (22), 
to iest, summa dwóch boków wielokata wpiisa- 
nego drugiego, większa iest od iednego boku 
wielokata pićrwszego : a zatćm summa wszyyst- 
kich boków, czyli pbwód wielokąta wpisanego 
drugiego większa! liest od summy wszystkich lbo- 
ków czyli od obwodu wielokata wpisanego piićr- 
wszego. Tymże sposobem okazać można, że 
obwód trzeciego wielokąta wpisanego maiącego 
dwa razy więcćy boków niż w ielokńt drugi, wię 
kszy iest od obwodu wielokąta drugiego i t:d.. 

Podobnież w tróykącie AMB iest AB < AM 
+- MB; czyli Am + mB << AM +- MB. Dodawszy 
po obu stronach aA +B% , bedzie > 

aA--Am-|-mB-+-Bb<;aA +-AM--MB--BŻ; 
czyli aA--Am--mB--Bb<<aM-|-MQ. 'Toiest, 
summa dwóch boków wielokata opisanego. dru- 
giego mnieysza iest od boku wielokąta opisa- 
nego pićrwszego. A zatóm summa wszystkich 
boków, czyli obwód wielokata drugiego mniey- 
sza iest od suminy wszystkich bóków czyli od 
obwodu wielokąta piórwszego. Tymže sposo- 
bem okazać można, że obwód trzeciego wielo- 
kąta opisanego maiącego dwa razy więcćy bo- 
ków niż wielokąt opisany drugi , mnieyszy iest 
ód obwodu wielokata drugiego it.d, 

257. 5cie. Kiedy więc obwód wielokąta 
wpisanego tóm iest wiekszy, im więcóy boków ma 
wielokąt, a obwód wielokąta opisanego tem iest 
Pi szy, im więcćy boków ma wielokąt; idzie 
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zmtóm, że im więcéy dwa te wielokaty maia bo- 
ków, tóm mnićysza zachodzi różnica między ich. 
* olbwodami: Można nawet wpisać w koło i na 
niiém opisać dwa wielokąty foremne o iedntyże 
liczbie boków takie, że różnicamiedzy ich ob- 
wodami mnieysza będzie od wszelkićy ilości na- 
zmaczonćy. Gdyż ponieważ obwody wieloka- 
tów foremnych o iedneyże liczbie boków maią 
sie do siebie iak promienie kół wpisanych (247) 
oznaczywszy obwód wielokąta MI fig. 128, gło- 
ską O, obwód zaś wielokąta AD głoska W , be- 
dzie O: W=Sm: Sq; a tém samóm O— W: O 
=—=Śm— Sq: Sm 3. czyli 0—W : O= mq: Sm. 
A zatóm 0 — W = PE ; cżyli wziąwszy 
promień Sm za 1,,0—W=mq XO. Wtem 
równaniu ieżeli mg równa się 5; ró: 1555 itd. 
części promienia Sm czyli 1, iloczyn mg X O 
będzie równy 7%, z55; rogo itd. cześci obwo- 
du wielokata opisanego, a tém samém O— W, 
czyli różnica miedzy obwodami tych wieloką- 
tów, równa będzie 7%, r35; rogo i t-d. częśći 
obwodu tegoż wielokąta opisanego. 

„o Wziąwszy zatóm jng fig. 125, równa ṣe, 
lub innćy iakićykolwiek części promienią Sm , 
byleby tylko łiniia ta mą była mnieysza od ilo- 
ści naznaczonćy, co będzie zawsze rzeczą podo- 
bna do uskutecznienia, i przez pankt g popro- 
wadziwszy cięciwęFG prostopadłą do Sm, gdy- 
by cięciwa ta nie była bokiem wielokąta fore- 
mnego w koło wpisanego, dosyćby bylo podzie- 
lić okrąg tego koła na takie cześci równe, aby 


http://rcin.org.pl 


186 „Jeomeżryi 


każda cześć mnieysza była od łuku FG. Daymy 
na to, że taką częścią iest łuk ab, który prze- 
niosłszy na łuk FG tak aby promień Sza dzielił 
go w punkcie m na dwie równe cześci, i popro- 
- wadziwszy cieciwe ab; cieciwa „ta będąca bo-- 

-kiem wielokąta foremnego w koło wpisanego , 
odetnie liniia mc mnieyszą od 24, a tém samém 
iescze bardzićy mnieyszą od ilości naznaczonćy, 
niż iest liniia mg. 

Można wiec różnice miedzy obwodami 
dwóch tych wielokatów uczynić mmieysza od 
wszelkiey ilości naznaczonóy, podwaiaiąc podług 
potrzeby liczbę boków wielokąta wpisanego. 
258. 4te. Obwód wielokata wpisanego AD 

fig. 128, o iakićykolwiek liczbie boków, żawsze 
iest mnieyszy od okregu koła: gdyż zawsze liniie 
proste AB, BC it.d, krótsze są od liniy krzywych 
czyli od łuków AmB, BnC it.d. (5). Obwód ząś 
wielokąta opisanego MI, o iakieykolwiek liczbie 
boków , zawsze jest większy od okręgu koła: 
gdyż liniie złamane AGB, BHC it.d. bardzićy 
od liniy prostych AB, BC it.d. oddalone, dlaż- 
sze są niż liniie krzywe , czyli łuki AmB, BnQ 
it.d. mnićy oddalone od tychże liniy prostych 
IJAB, BC itd. (*). Okrag zatóm koła co do swe- . 


(*) Prawda ta iest wypadkiem sczególnym nastę- 

puiącego twierdzenia: wszelkie liniie wypukłe 

"to test te, które liniia prosta we dwóch tylko 
punktach przecinać może , iak iest np. okrąg 
koła, i obwód wielokąta maiącego wszystkie ` 
kąty wyskakuiące, są tém dłuższe, im się bar- 
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iéy długości, środek trzyma miedzy obwodem 


" wielokata opisanego i wpisanego. Kiedy więc 
różnica między obwodami dwóch tych wieloką- 
tów, może być mnićysza od wszelkićy ilości na- 
znaczonćy; tém bardzićy różnica między okre- 
giem koła i obwodem iednego z tych dwóch 
wielokątów mnieysza być może od wszelkićy i- 
lości naznaczonćy : bo ztrzech ilości nierównych. 
różnica między naywiększą i naymnieyszą , za- 
wsze iest wieksza, niż miedzy średnią i naywię* 
ksza, lub między Średnią i i naymnieyszą. 


dzićy od linii pr nsttby oddalaią. 


Dowod. ` Niech będą dwie liniie PRA 


kłe ACB, AMB fig: 1532: poprowadziwszy li= 
niig prostą DE dotykaiącą się linii wypukley 
ACB w punkcieC; liniia ta DE będzie krótsza 
niż łuk DME ; będzie więc 4DEB<( AMB. 
FV ziąwszy potem punkta H, L pośrednie mig- 
dzy punktami A i C, BiC.i Poprowadziwszy 
styczne FG, IK, utworzy się nowa liniia wy- 
pukła AFGIKB mnieysza od linii wypukłey 
ADEB: gdyż FG < FD-- DG, IK<EI-- 
EK. Tym sposobem postępuiąc: dalćy, mo- 
źnaby wykreślić nieograniczoną liczbę liniy 
wypukłych corazbardzićy zmnieyszaiących się 
w miarę przybliżenia się ich do linii wypukłey 
ACB, która tćm samem będzie nie tylko krót- 
sza od AMR, lecz od wszelkich innych liniy wy- 
pukłych, środkuiących miedzy wypukłą AMB 
i ACB, bardziey od linii prostey AB odda- 
WY a niżeli iest liniia ACB, 


` 
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259. Twierd. Jeżeli dwie wielkości ni: 
odmienne A i B są takie, że można dowieść, i: 
ich różnica A— B jest mnieysza niż trzecia wiel- 
kość naznaczona ð tak mała, iak tylko być może: 
dwie te wielkości A i B sa miedzy soba równe. 

Dow. Jakoż gdyby dwie te wielkości nie były 
równe,tedy zachodziłaby niiedzy niemi ró”nica, 
którą oznaczywszy I), byłoby A—B—D, atóm 
samćm byłaby: rzecz niepodobna wziać miedzy 
niemi różnicę mnićyśzą od D, co się sprzeciwia 
założeniu. | 

Uwaga. Trzeba sie tu dobrze zastanawić 
nad wyrazem nżeodmienne : gdyż można zp. 
otrzymać wyrażenie V/ 2 tak bliżkie pićrwiastku 
prawdziwego, że różnica między zbalezionym a 
rawdziwym, może być mnićysza od wszelkićy i- 
lości naznaczonćy ; a iednak' pićrwiastek znalec- 
ziony nigdy nie będzie równy prawdziwemu : 
/ lecz tu za każdćm przybliżeniem otrzymuiemy 
wypadek odmienny : wielkości zaś A i B są za- 

wsze te same. | ' 
260.. Twierd. Okręgi kół są do siebie 

w stosunku swoich promieni. 

Dow. "W koła dane, których okregi o- 
znaczamy C, c, wpisawszy dwa wielokaty fore- 
` mne o iedneyże liczbie boków, i obwody ich o- 
znaczywszy głoskami W, w, a promienie kół 
łoskami R, r; ponieważ obwody wielokatów 
podobnych maią się iak promienie kół opisanych 
_ (247), będzie wiec W: w=R:r, a tćm samém 


i 


AW | 
PSY Nadto można przynaymnićy w my- 


Ka 
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Zli sobie wystawić, że liczba boków'w tych wie- 
dokatach iest tak wielka, iż różnica miedzy ob- 
wodem każdego z nich 'a okregiem koła opisa- 
mego iest mnieysza , niż wielkość iakakolwiek 


G 
tak mała, iak tylko być może. Kiedy więc iest 
stosunkiem dwóch okregów, różnica miedzy sto- 


J 
s 


W 
sunkami © i 2 i — ieśliby iaka była, może być 


 przywiedziona do S, stopnia małości., do 


dakiego i ia przywieść zechcemy. Ze zaś ta sama 
C R 
różnica zachodziłaby między stosnkami z7 Tzi 


R 
pły => o: wypada stąd iż można Ka yi 


"Że różnica (ałędzy ilościami nieodmiennemi 
“CR 


© z iz” iest mnieysza niż trzecia wielkość nazna* 


czona SOEN iak tylko być może; będzie więc 
R 
podług twierdzenia poprzedzaiącego — = 77, 


r 
czyli Ć: czR: r (*) 


—— —— 

(') Dowodzenie to i twierdzenie poprzedżdiące wyłożone fu 
są w kształcie takim , iaki ie czyni do okazania in- 

x nych prawd w dalszéy, Jeometryi naywygodnieyszemi , 
i iaki zgadza się naybardzićy z wysłowieniem w Jeo- 
metryi używanem. To samo dowodzenie mogłoby ina- 
„czćy tak być wyłożone. Wpisawszy w dwa dane koła 
 wielokąty foremne podobne o liczbie boków tak wiel- 
kićy iak tylko być może , obwody tych wielokątów bex 
widocznego tichybienia, mogą być wzięte za okręgi kół 
opisanych: gdyż boki tych wielokątów będące cięciwami 
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Sposób agi. Oznaczywszy okręgi dwóch, 
kół głoskami G, c, a ich promienie R; r; trzeba. 
dowieść że iest R: r = C:c : — : — : — M. 
Dow. Jeżeli ta proporcya iest fałszywa s. 

tedy ostatni iéy wyraz c iest albo żamały, do wu- 
czynienia proporcyi, albo zawielki. l 
W rszym.przypadku weżmy ilość m wiekszią. 
ad c, i daymy nato, ieżeli być może, że ta.pro- 
porcya iest prawdziwa : 
$ R:r=C:m, wktóréy m>c, 

Opiszmy na kole c wielokąt foremny taki , 
aby różnica miedzy iego.obwodem, który zwać 
będziemy o, i okregiem c mnieysza była od ró+ 
Żnicy miedzy ilością m i tymże okregiem c; to 
iest, aby było 0—c< m—c. Dodawszy pa 
oby stronach c, wypadnie o < m. 

Opiszmy i na kole © wielokąt foremny po- 
dobny wielokatowi opisanemu na kole c. Po- 
nieważ obwody wielokatów podobnych , maią 
się do siebie iak promieniekół wpisanych (247) ; 
oznaczywszy więc obwód ago wielokąta głoską 
©, będzie R: z= 0O: o. A że z przypusczenia 
iest R: r=G: m; więc złożywszy dwie te pro- 
porcye, wypadnie O; C—o: m. | 

W tćy proporcyi. drugi poprzednik o iest 
mnieyszy od'swego nastepnika z dowiedzenia ; 
rwszy zaś poprzednik O, czyli obwód wielokąta 
opisanego, iest wiekszy od swego następnika 


łuków nieskończenie małych, nie różnityby się przynay* 
mnićy na oko od tychże łuków, A że obwody wieloką- 
tów foremnych podobnych maią, się iak promienie kół 
episanych, więc i okręgi maig się iak promienie. 
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C, czyli od okręgu koła (258), Proporcya więc 
ta iest fałszywa. Lecz propbrcya ta powstała ze ' 
złożenia dwóch proporcyy ia poprzedzaiących, 
z których 1wszæ R: r=QO:o, iest dowiedziona 
wyżćy ; 2g4 zatóm R: r = ©: m, musi być fat- 
szywa. Nie możć więc w proporcyi A ostatni 
wyraz c być za mały. y 

W przypadku 2gim, ieżeli ostatni wyraz c 
w proporcyi A. iest za wielki, weźmy ilość » 
imnieyszą od c, i daymy na to, ieżeli być może, 
że ta proporcya iest prawdziwa, R: r= C: n, 
w którćy n © c. f 

Wpiszmy w koło c wielokat foremny o-ta- 
kiéy liczbie boków , aby różnica miedzy okre- 
giem c i obwodem tego wielokąta zwanym w, 
mnieysza była od różnicy między okręgiem c i 
ilością z; to iest aby było c—w << c—n. Do- 
dawszy po obu stronach {w i z, a odiawszy c, z0- 
stanie z w. 

Wpiszmy w koło C wielokąt foremny po- 
dobny wielokątowi wpisanemu w koło c. Po- 
nieważ obwody wielokatów podobnych maią się 
do siebie iak promienie kół opisanych; ozna- 
czywszy więc obwód wielokąta w koło C'wpisa- 
nego głoską W, będzie R: r = W: w. A że po- 
dług przypusczenia iest R: r= C:n; złożywszy 
zatem dwie ostatnie proporcye , będzie C: W. 
— Ia. W i n 

W tćy proporcyi 2gi poprzednik z mniey- 
sży iest ód swego nastepnika w z dowiedzenia ; 
1wszy zaś poprzednik Č to iest ókrag koła, wię- 
kszy iest od swego następnika W, to iest, od 
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‘obwodu wielokąta w toż koło wpisanego: pro- 
porcya więc ta iest faiszywa. -Lecz proporcya 
ta powstała ze złożenia dwóch proporcyy ia po- 
przedzaiących, z których rsza R: r= W : w, iest 
wyżćy dowiedziona: sga zatćm R: r= C:n, 
musi być fałszywa. Nie może wiec ostatni wy- 
raz © proporcyi A być za wielki, 

Aibo tak; Jeżeli w 2gim przypadku wyraz 
4ty c proporcyi A iest za wielki, tedy albo wyraz 
ten potrzeba zmnieyszyć ; albo też powiekszyć 
wyraz 5ci ©, co wychodzi na iedno: a na ten 
czas w proporcyi A odmieniwszy mieysce wyra- 
zów, byłoby r: R=ć: m, gdzie m >> C, co 
podług 1go przypadku być nie może; a tém sa- 
mém ostatni wyraz c proporcyi A nie może być 
za wielki. ` | 

A kiedy wyraz ten c nie iest ani za mały, 
ani za wielki do uczynienia proporcyi A; wiec 
iest, taki iak być powinien, a tém samém pro- 
porcya ta iest prawdziwa: to iest, okręgikół ma- 
ia się iak ich promienie, 

Sposób 3ci. Niech beda dwa koła nakre- 
ślone promieniami sc, SC fig. 155: będzie o- 
krąg koła nakróślonego promieniem sc, do'0- 
kręgu koła nakróślonego promieniem SC, iak 
promień sc do promienia SC; czyli oznaczy- 
wszy. okrąg koła 1go c, 2go G, będzie sc: SQ 
zweż £ m 5 m— |; — 1 — A. 

Jeżeli ta proporcya iest fałszywa, wiec be- 
dzie sc do SC iak'c do wyrazu 4go, albo muiey 
szego od C, albo większego, Daymyż na to,że 
wyraz 4ty C jest za wielki , i ze środka $ pro 

mie- 
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mieniem ŚĆ mnieyszym od promienia SC nakrć- 
- śliwszy koło, którego okrąg oznaczamy głoska 

ć, miech będzie, ieżeli być może, ta proporcya 
prawdziwa; sc: SC==c:ć. 

W piszmy w koło którego promień SC, wie- 
lokat foremny ABC it.d. tak aby obwód iego 
' nigdzie nie schodził sie z okregiem koła ć (253). 
W piszmy także i w koło, którego promień sc wie- 
lokat abcd itd. podobny pićrwszemu. Ponieważ 
obwody wielokątów podobnych , maia się iak 
promienie kół opisanych, oznaczywszy zatóm 
obwód wielokąta adcd i t.d. głoską w, obwód 
wielokąta ABCD it. d. głoska W, bedzie sc: SG 
=w: W: a że podług przypusczenia sc: SC= 
c: é; wieć złożywszy dwie te proporcye, będzie 
WzC=ZW:ć 

" W téy proporcyi poprzednik: rszy w, czyli 
obwód wielokata abcd i t.d. mnieyszy iest od 
swego nastepnika c, to iest od okregu koła opi- 
sanego ; poprzednik zaś 2gi W , czyli obwód 
wielokata ABCD it.d. większy iest od swego na- 
stepnika Ć, to iest, od okregu koła wykróślone- 
go promieniem ŚĆ (258). A zatém proporcya ta 
iest fałszywa; toiest, niemoże być, aby promień 
sc miał się do promienia SC, iak okrąg koła wy- 
króślonego promieniem sc, dó okręgu kola wy- 
krćślonego promieniem ŚĆ mnieyszym od pro- 
mienia SC. , 

W przypadku 2gim, ieżeli w proporcyi A 
4ty wyraz C jest zamały, trzeba go powiększyć, 
albo zmnieyszyć wyraz 3cź c; a na ten czas W 
proporcyi A odmieniwszy mieysce wyrazów, by- 
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toby SC: sc=C do okręgu koła mnieyszego od 
okregu c; co podług przypadku 1go być nie 
może. i 

Kiedy więc w.proporcyi A 4ty wyraz C nie 
może być ani mnieyszy, ani wiekszy od okregu 
C, musi zatóćm być równy okręgowi ©. Więc 
okręgi kół maia się iak ich promienie. 

261. FV/nioski, Stad wypada 100, że 
okręgi kół maią się także iak średnice: gdyż w 
powyższćy proporcyi ©: c= R: r, rozmnoży- 

| wszy 2gi stosunek przez 2, będzie C: c= 2R: 
or; a Że 2R i 2r znaczą średnice tych kół, wiec 
oznaczywszy Średnice głoskami S i s, bedzie C: 
PZS:4 | 

262.  2re. Dwa łuki CB, ch fig. 155, kół 
nierównych , bedace miara dwóch katów S, s 
równych, które się zowią łukami podobnemi z 
są do siebie także w stosunku promieni lub śre- 
'dnic kół do których należa: gdyż ponieważ ką- 
ty S i s są równe, więc iaka częścią 4 kątów pro- 
stych iest kat S, taką częścią 4 kątów prostych 
iest kąt $; atóm samém iaka częścią okręgu swe- 
go iest łuk CB będący miira kata S, taką częścią 
okręgu swego iest łuk cb będący miarą kąta s. 
Łuki wiec te są do siebie w stosunku swoich o- 
kregów: a że okręgi maią się iak ich promienie 
lub średnice, więc i łuki CB, ch maia się iak pro- 
mienie lub średnice.kół, do których należą. 

265 5cie. Z tego także twierdzenia wy- 
pada, że gdyby wiadomy był stosunek okregu 
iednego tylko koła do iego promienia lub śre- 
dnicy,.iuż rém samém bylby wiadomy stosunek 
okregu każdego innego koła do iego promienia 
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O luib średnicy. Jakoż niech ~ oznacza ten stosu- 
nek wiadomy; czyli, co na iedno wychodzi, 
niech s bedzie okrąg koła którego średnica iest 
z; niech C oznacza okrąg innego koła, którego 
promien iest R: bedzie podług poprzedzaiące- 
go twierdzenia 

1: w =2R:C. więc C= 2sR, 

1 Gdyby więc stosunek ~ czyli okrąg koła 
mającego za średnice 1 był wiadomy ‘łatwo by- 
łoby znaleźć okrąg C każdego innego koła, któ- 
rego promień R iako liniia prosta może być za 
wsze wiadomy. Idzie więc tylko ó znalezienie 
stosunku okregu iednego koła do średnicy: u- 
łatwi to następuiące zagadnienie. 

264. Zagad. Znaleźć stosunek przybli- 
żony akregu do śr ednicy. 

Rozw. Ażeby to zagadnienie rozwiązać , 
potrzeba ród wpisać w koło wielokąt foremny 
taki, aby stosunek obwodu iego do średnicy był 
wiadomy. 

ore. Opisać na kole wielokąt podobny 
wpisanemu (245). 

Zcie. Za pomocą wiadomego boku wielo- 
kata wpisanego wyrachować naprzód bok, a po- 
tém obwòd wielokata opisanego (246). 

4te. Podwoiwszy liczbe boków obu tych 
wielokatów, wyrachować naprzód bok i obwód 
wielokąta drugiego wpisanego (242), po tém bok 
i obwód wielokata drugiego opisanego. 

hte. 'To ostatnie działanie powtórzywszy 
kilkanascie razy, gdy nakoniec znaydziemy dwie 

, liczby, iedne mnieyszą wyrażaiącą obwód wie- 
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lokata wpisanego, druga wiekszą wyrażaiącą ob- 
wód wielokata opisanego, takie, że ich różnica 
iest bardzo mała; ną ten czas liczba środek mię- 
dzy niemi trzymająca, to iest, większa od wa- 
Zności obwodu wiełokata wpisanego, a mniey- 
sza od ważności obwodu wielokąta opisanego , 
może być wziela za ważność okręgu, który co 
do długości swoićy , trzyma środek między ob- 
wodami dwóch tych wielokatów (258). Wa= 
Źność te porównawszy z ważnością średnicy, 0- 
trzymamy stosunek przybliżony okręgu koła do 
średnicy. | 

W piszmy np. w koło sześciokąt foremny : 
ponieważ bok tego sześciokata równy iest pro- 
mieniowi koła opisanego (251), wziąwszy więc 
promień koła za r , obwód sześciokąta wpisane- 
go bedzie 6. 

Oznaczywszy bok sześciokąta wpisanego a, 
opisanego A, bok 12 kąta wpisanego b, opisa- 
nego B, bok 24 kata wpisanego c, opisanego C, 
i tak daléy; będzie podług tego cośmy powie- 


Z 


$ r 


) I 
dzieli wyżóy (246), A= > k 
; Mua 
Że zaś r —4=4(4—1)—4X3; A wy- 
, Ciągaiąc pierwiastek z iloczynu, trzeba go wy- 
ciągnać z każdego czynnika; gdy więc w iloczy- 
nie X X 5 czynnik 4 iest kwadratem, którego 
pierwiastek iest 4, powyższe równanie zamieni 


I 


się w następuiące: A = ; rozmnoży* 


— ) 
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Wszy licznik i mianownik przez 2, będzie A= 


——; Czyli A=- a tóm samćm 6 A 
V3 AR AE. $ 


A | i 
d u) ; i tąiest ważność obwodu Gkata opi- 
CAE | 
sanego; aże obwódsześciokata wpisanego iest6; 
więc okrąg koła bedzie wiekszy od 6, a mniey- 
4 12 
szy od > 


3 

Podobnież podług zagadnienia podanego 
wyżćy (242), będzie bok 12kata wpisanego, 
czyli : 
PA ASEAN o(1—V 5) 
FE ży 3 = 14 2 — V3: a tém sa- 
mém obwód 12kąata wpisanego, czyli 

y SR ei S. 
12b 12 2—y 3;itd. 
Wyciągnawszy pierwiastek zliczby 3, będzie _ 
V3 = 1,732050307568877 ; przez pierwia- 
stek ten podzieliwszy 12, bedzie obwód Gkąta 
opisanego, czyli 6A = 6,928203250275. 

Tenże pierwiastek liczby 3 odiąwszy od 2, 
zostanie 0,267949192431125; z czego wycią- 
gnawszy pierwiastek kwadratowy, będzie 

b—=0,517638090205 ; pierwiastek ten roz- 
mnożywszy przez 12, będzie obwód 12kąta wpi- 
sanego, czyli 12 b = 6,211657082400. 
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Tym sposobem postepuiac dalćy, znaydzie- 
obwody wielokątów wpisanych i opisanych, 
począwszy od Gkątów , aż do wielokątów maia- 
cych po 1-288 boków, iak wyraża następująca 
tablica. 
6 a= 6,0000000. 6A —6,9282032. 
12 b = 6,2116571. 12 B — 6,4307806. 
24 c = 6,2652572; 24 C =6,5 193 199. 
48 d = 6,2787004. 48 D=6,2921724. 
96 e = 6,2820639. g6 E = 6,2854292. 
192 f = 6,2820049.| 192 F—=6,2857401. 
384 g = 6,2831152; 384 G=6,2853260. 
768 h = 6,2831678 768 H ==6,2832203, 
1536 1 —6,2831809. | 1536 I =6,283 1941. 
5072 k = 6,2851842, | 3072K—0,2851875,. 
6144 L — 6,2831850, | 6144 L—=6,2851858. 
12288 m1 — 6,2831 852, | 12288 M—06,2851854. 
Widzimy tu iak obwody wielokątów tych 
coraz się bardzićy do siebie przybliżaią ; tak 


(*) Dla większdy dokładności obwody tych wielo- 
kątow rachowane były do dwunastu liczb dzie- 
siętnych; w tablicy zaś położone są tylko z 7 
dziesiętnemi, lecz ostatnia liczba dziesiętna 
iest raz większa, drugi raz mnieysza od zna- 
lezioncy. I tak obwód i 2kąta wpisanego w` 
tablicy będący iest większy od znalezionego, 
i powinienby mieć na końcu zero nie 1; lecz 
za to obwód z4kąta w tablicy położony ićst 
mnieyszy od znalezionego : znaleziony bo- 
wiem wypada 6,265257226560. 


~ 
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dalece, że różnica między obwodami dwóch 


wielokatów ostatnich maiacych po 12288 bo- 
Krów , równa sie tylko dwom iednościom dzie- 
siiętnym siodmego rzędu. A że okrąg koła wie- 
kszy iest od obwodu wielokąta wpisanego , a 
muieyszy od obwodu wielokąta opisanego; li- 
czba wiec trzymająca środek miedzy ważnościa- 
mi dwóch tych obwodów, to iest liczba 

6,2831853 może być naznaczona za ważność 
okregu koła, którego promień iest r. Stosunek 
zatóm okręgu do średnicy bedzie 2: 6,2831855, 
czyli podzięliwszy obadwa wyrazy przez 2, 1: 
5,1415926. A zatóm 5,1415926 iest ważnością 
stosunku przybliżonego , któryśmy wyżéy ozna- 
czyli przez m (265). 

W działaniach nie wymagaiacych wielkićy 
dokładności, można przestać na dwóch liczbach 
dziesiętnych: będzie więc stosunek średnicy do 
okręgu iak 1: 3,14 , Czyli rozmnożywszy przez 
100 oba wyrazy, iak 100: 514. 

Archimedes wpisawszy w koło i opisawszy 
na nim dwa wielokaty foremne o g6 bokach, 
znalazł, że okrag koła iest mnieyszy od 34$, a ' 
większy od 54%. Podług tego więc rachunku 
będzie stosunek średnicy do okregu 1: 5483 
czyli obróciwszy całkowitą na ułomek, i oba- 
dwa wyrazy rozmnożywszy przez 70; a potem 
ie podzieliwszy przez ro; bedzie stosunek śre- 
dnicy do okręgu 7: 22. Późnićy dokładność 
w tćy mierze posunieto dalćóy; lecz ze wszyst- 
kich stosunków wiadomych dwa następniące , 
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pod wzgledem dokładności, zasłnguia na seze- 
gólną uwage: rszy 113: 555; 2gi 1250: 5927. 
265. Uwaga. Działanie powyższe, za 
A którego wynaydnia sie obwody wielo- 
atów foremnych w koło wpisanych i opisanych 
na kole, zabiera nie mało czasu. Lecz można 
ie cokolwiek skrócić sposóbem następuiącym. 
Daymy na to, że AB fig. 126, iest bokiem 6ka- 
ta foremnego w koło wpisanego ; bedzie więc 
AM bokiem 1akata, AP bokiem wielokąta ma- 
iacegoe boków 24 it.d. Poprowadziwszy śre-. 
dnicę AC, i cięciwy OB, CM rt.d. w tróykątach 
prostokątnych ABC, AMC i t.d. iest 
CB=y AC —AB3; CM=y AG—A AG—AM itd. 
Niech będzie promień AS = r; atém sa- 
mem średnica AC=2; bok Gkąta AB=a, bok 
12kąta AM=b i t-d, cięciwa CB = m, CM= 
m, GP=o it.d. Równania więc powyższe za- 
mienią sie w następujące: 
m=v4—a. n=y 4—. 
Że zaś a= 1, b= V =y 3 3 (264); atém 
'samóm a*—1, b*==2—Y/3; położywszy więc, 
te ważności w równaniach poprzedzających , 


yA 
ETN T w OET c 


25 Zas; 24-V 5; czyli ZVIT; sa 
Ema =y 5 3 zdowodzenia. i 
Tymże sposobem okazać można, że cię 
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Odbywszy działanie, będzie m = va 


1473520508075. Wiec n=V 27173 520: 20508075 


1,9351851652 OAV ach 1195 93185 16525 
(od28807227, itd. 
Znalazłszy ważność cięciw m,n,o itd. 
łatwo bedzie znaleźć ważność dla b, c, d itd.: 
gdyż wtróykącie ACM jest AM—V AC- —ĆM, 
czzylib=>V 4—n'. Ażen= V a*1,73 7320508075 
czyli nV 5, 7520508075 ; a tem samóm 
i n? = 3,7320! 508075; wiec ważność te od- 
iqrwszy od 4, zostanie o, 2679491925 3 z czego 
wyciagnawszy pierwiastek kwadratowy , bedzie 
0, 51705809 ważnością boku dwunastokśta wpi- 
sanego; co rozmnożywszy przez 12 , będzie ob- 
wód tegoż wielokąta 6,2116571, iak w tablicy 
powyższey (264) i t.d. 
-266, Zastanowiwszy się nad powićrzchnia- 

mi dwóch wielokątów foremnych o iedneyże li- 
czbie boków, z których ieden iest na kole opi- 
sany, drugi wpisany w koło, łatwo iest postrzedz 
że powierzchnia opisanego większa iest od po- 
wićrzchni wpisanego. Ciągle podw aiaiąc liczbe 
boków obudwu tych wielokątów postrzeżemy, 
że powićrzchnia wpisanego coraz się bardzićy 
powiereng, powiérzchnia opisanego coraz się ` 

ardzićy zmnieysza. A stąd wypada, że im wie- 
kszą liczbe boków maią dwa te wielokąty, tém 
mnieysza różnica zachodzi między ich powićrz- 
chniami. Można nawet różnice tę uczynić mniey- 
szą od wszelkićy ilości naznączonćy. 


, 
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Jakoż ponieważ powićrzchnie wielokątów 

PN maią sie iak kwadraty z promieni 

ół wpisanych (247), oznaczywszy zatóm po- 

wićrzchnią wielokąta MI fg. 128 głoska O, po* 

wićrzchnią wielokata AD głoska W, będzie O: 

W —=Śwm': Sq*; a tém samém 0— W: 0—=ŚSm* 
) 28 2 

— Sg": $m. WiecO—W= kro ; 

4 m 

Ze zaś czynnik Sm*— Sq? może być mniey- 
szym od wszelkićy ilośći naznaczonćy (257) 3 
wiec O—W , to iest. różnica miedzy powićrz- 
chniami tych wielokątów , moźe być mnieysza 
od wszelkićy ilości naznaczonóy. 

„Albo tak; Różnica miedzy powierzchnia 
wielokąta opisanego MI i wpisanego AD składa 
się ź tylu tróykatów ABG, BCH i t.d. ile wielo- 
kąty te maia boków. Powićrzchnia każdego z 
tych tróykąatów równa się iloczynowi połowy ie- 
go podstawy, która iest bok wielokąta wpisane- 
go, przez wysokość Gg; a zatém powićrzehnia 
wszystkich tych tróykątów, czyli różnica między 
powićrzchnią wielok ata opisanego i wpisanego, 
równać sie bedzie iloczynowi polowy obwodu 
wielokąta wpisanego przez Gg. A że Gq można 
uczynić mnieyszą od wszelkićy wielkości nazna- 
czonćy ; wiec i różnica między powierzchnią 
wielokąta opisanego i wpisanego, może być 
mnieysza od wszelkićy wielkości naznaczonćy. 

267.  Powićrzchnia koła mnieysza iest od 
powierzchni wielokąta opisanego, a większa od 
powićrzchni wielokąta wpisanego. Kiedy wiec 
różnica między powićrzchniami tych dwóch wie- 
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kątów może być mnieysza od wszelkićy wiel- . 

kości naznaczonćys tém bardzićy różnica mie- 
dzy powierzchnią koła i powićrzchnia wielokąta 
opisanego lib wpisanego , mnieysza być może 
od wszólkśćy wielkości naznaczoney. 

268. Twierd. Jeżeli są trzy wielkości A, 
B, X, zktórych Aiest odmienna, ale zawsze wie- 
kasi od B i od X, Które sa hikotkatwmie, lecz ta- 
kie, że A może być razem do Bi do X tak przy- 
bliżoną iak sie podoba, czyli że różnica tak mię- 
dzy AiB, iako też miedzy A i X, może być 
mnieysza od wszelkićy wielkości naznaczonćy; 
bedzie B—=X. 

Jakoż ieżeli X > B, bedzie 

A> X zzałożenia, X>B z przypusczenia : 
kiedy więc różnica miedzy AiB, może być 
mnieysza od wszelkićy wielkości naznaczonćy, 
iakośmy założyli, tém bardzićy różnica miedzy 
X i B może być A od wszelkićy wielko- 
ści naznaczonćy. 

Jeżeli B > X bedi 

A> B zzałożenia, B> X z przypusczenia , 
kiedy więc różnica między A i X może być 
mnieysza od wszelkićy wielkości naznaczoney, 
iakośmy założyli, tém bardzićy różnica miedzy 
Bi X, może być ninieysza od wszelkićy wielko- 
ści naznaczonéy. 

Dwie zatém wielkości nie odmienne B, X, 
są takie, że różnica między niemi może być 
maieysza od wszelkićy wielkości naznaczonćy, 
a tém samém B—X (259). hè 

269. Twierd. Powićrzchnia kota równa 
ies iloczynowi iego okregu przez połowę pro- 
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mienia; Czyli, ozńaczywszy okrąg koła głoską 
C, promień głoska R, a powićrzchnią koła gło- 
ska X, trzeba dowieść, że X=4 RQ. 

Dowód. Opisąwszy na kole wielokąt fo- 
remny o iakićykolwiek liczbie boków ,i obwód 
iego oznaczywszy głoska O; powierzchnia tego 
wielokata równać sie bedzie iloczynowi 4 RO 
(248). Iloczyn ten 4 RO, wyrażaiacy powićrz- 
chnia wielokąta opisanego, wiekszy iest tak od 
powierzchni koła oznaczonćy głoska X, iako też 
„od iloczynu 4RC: gdyż zawsze bedzie O > C. 
Lecz przez ciągłe podwaianie liczby boków, 
można będzie nakoniec otrzymać wielokąt opi- 
sany taki, że różnica między obwodem O i o- 
kregiem koła C, a tóm samém miedzy iloczy- 
nem 4 RO i 4 RC, może być mnieysza od wszel- 
kiéy ilości naznaczonćy (258). Podobnież różnica 
miedzy powićrzchnią tegoż wielol.ata i powićrz- 
chnią koła, może być mnieysza od wszelkićy 
wielkości naznaczonćy (266). 

Trzy wiec te ilości 4RO, 4RC; i prawdziwa 
owićrzchnia koła X, sa zupełnie takie, o ia- 
ich mówiliśmi wyżćy (268): bedzie wiec X = 

ZRC, 
Sposób agi. Jeżeli to równanie X=3RC 
iest fałszywe, to iest, ieżeli powićrzchnia koła 
nie iest równa iloczynowi okręgu przez połowe 
promienia, tedy iloczyn ten, iest albo mniey- 
szy, albo wiekszy od powićrzchni koła. ` 

. W 1wszym przypadku ieżeli iloczyn RC 
iest mnieyszy od powićrzchni koła, weźmy ilość 
M większą od C, i daymy nato, ieżeli być może, 
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(że „powiórzeliniakoła równa się iloczynowi RM, 
Czyyli że iest X = 5RM. 

Opiszmy ña kole daném wielokąt foremny 
o tiakiey liczbie boków, aby różnica między i ie- 
go obwodem, który oznaczamy głoska O, i o- 
kregiemC mnieysza była, niż iest miedzy ilością 
Mi i tymże okręgiem Č; to iest, aby było O— Č ` 
< M— ©. Dodawszy po obu edhak C, będzie 
O<M. Rozmnożywszy obie strony przez 1R, 
bedzie 4RO <3 RM. A że podług przypusczenia 
X==4RM; więc bedzie GRO CX ; to iest, ilo- 
czyn obwodu wielokąta opisanego przez połowe 
promienia koła wpisanego; czyłi powićrzchnia 
wielokata opisanego (248), mnieysza iest od 
powierzchni koła, co być nie może. A zatćmi 
to. być nie może, aby iloczyn 4 RC był mnieyszy 
od powićrzchni koła. 

W agim przypadku, ieżeli iloczyn z IRC iest 
większy od powićrzchni koła, weźmy ilość N 
mnięyszą od C, i dńymy nato, ieżeli być może, 
że X=4RN.- 

pisany. w koło dane wielokąt foremny 
otakićy liczbie boków , aby różnica miedzy o- 
kręgiem C i obwodem tego wielokąta oznaczo- 
nym głoska W, mnieysza była od różnicy mie- 
dzy bary Ci ilością N, to iest, aby było C 
—W<0—N. Dodyszy po oba stronach W 
iN, a odiawszy C, będzie N< W. Rozmnoży- 
wszy obie strony przez.4R, bedzie RN < RW. 
A że podług przypusczenia X= GRN, będzie 
wiec X < RW; tojest, powićrżchnia koła 
mnieysza iest od powićrzchni wielokąta w toż 


4 
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koło wpisanego (250); co być nie może. Wiec 
i to być nie może, aby iloczyn 5 RC był większy 
od powićrzchni koła. 

Kiedy wiec iloczyn 4 RC nie może być ani 
mnieyszy, ani większy od powierzchni koła, 
musi być zatóm ićy równy. 

Sposób 3ci.  Powićrzchnią koła, którego 
promień ŚM fig. 153. oznaczywszy głoską X, a 
iego okrąg głoską G, trzeba dowieśdź, że X = 
1ŚM XG. | ENN 

Gdyby iloczyn ten 4SM X C, nie był ró- 
wny powićrzchni koła X, byłby od nićy albo 
mnieyszy , albo większy; czyli, co na iedno wy- 
chodzi , iloczyn ten byłby równy albo powićrz- 
chni koła mnićyszego od X, albo wiekszego. 

 Daymy nato: iod, że iloczyn ten równy 
iest powierzchni koła mnieyszego wykrćślonego 
promieniem Sm: oznaczywszy powićrzchnią te- 
go kola głoska x, będzie podług przypusczenia 
4 SM X CEZ. 

Opiszmy na kole mnieyszem wielokąt fore- 
mny adc it.d. taki, aby obwód iego nie scho- 
dził się nigdzie zokręgiem koła większego (255). 
Oznaczywszy obwód tego wielokąta głoską o, 
powićrzchnia iego równać się będzie iloczynowi 
1Sm Xo.. Ze zaś okrąg koła większego C>a, 
a tém samém 34 Sm X C > 4 Sm X o; „więc tém 
bardzićy 4SM X C> 45m X o. Lecz 4SM X 
G— r podług przypusczenia; będzie więc a> 
48m X o; to iest; powićrzchnia koła mnieysze- 
go, byłaby większa od powićrzchni wielokata 
na nićm opisanego, co być nie może. Więc i 
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*m być nie może , ażeby iloczyn ISMXC był 
minicyszy od powićrzchni koła X, czyli, niemoże 
być aby iloczyn okregu koła przez połowę pro- 
miienia był mnieyszy “od powiérzchni tegoż koła. 

ore.  Podobmymże sposobem dowiedzie- 
miy, że iloczyn okręgu koła przęz połowe pro- 
mienia, nie może być wiekszy od powierzchni 
koła, czyli, co na iedno wychodzi , że iloczyn 
ten nie imoże być równy powićrzchni koła wie- 
kszego. Bo daymy na to, że panaczyć trzeba po- 
wićrzchnią koła wykróślonego promieniem Śm. 
Oznaczywszy okrąg koła tego głoska c, a iego 
powićrzchnią głoska ©; trzeba dowieść, że ilo- 
czyn okręgu tego koła przez połowe promienia, 
nie może być równy powierzchni X koła wie- 
kszego wykróślonego promieniem SM, czyli, że 
nie może być 48m X c=X. 

Jakoż na "Kole mnieyszćm opisawszy , iak . 
wyżćy, wielokąt foremny abc it.d. i obwód iego 
oznaczywszy głoską o, powićrzchnia tego wie- 
lokata, bedzie równa iloczynowi 4 iSm X o. Że 
zaś obwód o>c, atém samém 4 Sm Xo>4$5m 
Xc; więc gdyby iloczyn 4 Sm Xe równy był po- 
wićrzchni kola wiąlkózago X podług przypuscze- 
nia, wypadłoby Pa X0>X,to iest, powićrz- 
KAR wielokąta opisanego na kole mnieyszynt, 
byłaby większa od powićrzchni koła wykróślo- 
nego promieniem SM , co być nie może; aza- 
tém i to być nie może, aby iloczyn 15mXe był 
wiekszy od powiórzchni w, czyli, nie może być, 
aby okrąg koła rozmnożony przez połowe pro- 
mienia był większy od powićrzchni tegoż koła. 


4. « a. 


http://rcin.org.pl 


208 Jeometryi 


Kiedy wiec iloczyn okregu koła przez po- 
łowe promienia, nie może być ani mnicyszy ani 
wiekszy od powićrzchni tegoż koła; musi być 
zatóm ićy równy. 

270.. Wnioski 1. Oznaczywszy przez » 
okrąg koła, którego średnica = 1, a przez R pro- 
mien, przez © okrąg drugiego koła, bedzie po- 
dług tego cośmy powiedzieli wyżćy (263), © = 
ashi Rozmnożywszy obie strony przez 4 R, be- 
dzie RCR". To iest, powićrzchnia koła 
równa iest także iloczynowi kwadratu iego pro- 
mienia, przez stosunek okręgu do średnicy, czy- 
li przez okrąg koła którego średnica iest 1. 

271.. 2. Oznaczywszy okrąg iednego koła 
przez C, 2g0 przez c, promień 1go przez R, 2g0 
przez r»; bedzie C: c= R: r. - Rozmnożywszy 
poprzedniki przez R, a następniki przez r, będzie 
RG:rc=R': r". Podzieliwszy dwa pićrwsze wy- 
razy przez 2, będzie RC: zrc=Rr:r. A że 
R: r=z2R: 2r, czyli oznaczywszy średnice tych 
dwóch kół głoskami $ i s, R: r=S: s„atóm 
samém R°: r*=Ś*:s*; więc RG: gro=S':s. 
'To iest, powićrzchnie kół są do siebie w stosun- 
ku kwadratowym , czyli dwumnożnym swoich 
promieni lub średnic. L 

272. 3. Niech bedzie część koła APMS 
fig. 126 , miedzy dwoma promieniami AS, MS» 
i łukiem APM zawarta, która sie zowie wyci.- 
kiem koła, sector circuli: ieżeli powićrzchnia 
tego wycinka iest 4, 4,4 it.d. cześcią powićrz- 
chni. koła, łuk też.wycinka APM bedzie, 4,4, 
a itd. częścią okręgu tegoż koła (118). Po- 

wićrz- 
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„ wriérzchnia zatém wycinka APMS tak się ma do 
wowićrzchni koła, iak łuk wycinka APM do o- 
megu koła; czyli oznaczywszy powićrzchnią ` 

kota przez X, iego okrag przez., a promien 

prrzez R, bedzie APMS: X—APM: C. Rozmno- 
żyywszy wyrazy 2go stosunku przez 4 R, bedzie 
APMS$: X =ZR X APM; 4RC. 

W tey proporcyi nastepnik rwszy X, to 
ie:st , powićrzchnia koła danego, równy iest na- 
- sttęępnikowi 2mu $RC, to iest, iloczynowi okre- 

gm przez polowe promienia ; a zatóm i poprze-. 
dmik rwszy APMS równy być musi poprzedni- _ 
kowi əmu 4R X APM; to iest, powićrzchnia 
wycinka koła, równa iest iloczynowi łuku tegoż 
wycinka, przez połowę promienia, 

275. 4. Powierzchnia odcinka APMA, iest 
różnicą miedzy powićrzchnia wycinka APMS,i 
powićrzchnią tróykąta AMS; powićrzchnia dru- 
giiego odcinka AMNA;; iest różnicą między po- 
wićrzchnią koła i powićrzchnią odcinka APMA, 
A zatćm powićrzchnie tych dwóch odcinków, 
mogą być łatwo wyrachowane. j 
~ 274. Zagad. Frykreślić koło ktoregoby 
powierzchnią równa była summie lub różnicy w 
powićrzchni dwóch kół danych. 
' Rozw. W przypadku szym wykreślić kat 

po i dać mu za ramiona promienie dwóch 

ół dańych; przęciwprostokatna będzie promie- 
niem koła szukanego. W przypadku 2gim wy- 
krćślić kat prosty, i dać mu za iedno ramie pro- 
mień koła mnieyszego , a za przeciwprostokatną 

; promień kola większego : drugie ramie kąta pros - 

> . ` r4 
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stego bedzie promieniem koła szukanego. 

- Dowodzenie zupełnie iest takie; iakiego u- 
żyliśmy wyżćy (215), mówiąc o wielokątach po- 
dobnych, których powićrzchnie są do siebie w 


` stosunku dwumhożnym z boków odpowiadaią- 


cych, tak iak powićrzchnie kół sa do siebie w 
stosunku dwumhożnym promieni. 

275. Uwaga» Gdyby dwa dane koła były 
miedzy sobą równe, trzecie koło znalezione ró- 
wne summie ich powićrzchni byłoby odiedne - 
go z nich dwą razy większe. W ogólności mo- 


- żna znaleźć koło 5,4, 5 t.d. razy większe od 


koła danego tym samym sposobem iakiśmy po- 
dali wyżćy (168), na znalezienie kwadratu 3, 
4,5 it.d. fazy większego niż kwadrat dany. 
_o76. Zagad. Maiąc dane koło, wykre- 
ślić drugie spółśrodhkowe z daném , któregoby 
powićrzchnia była trzy razy mnieysza od po- 
wićrzchni koła danego. ; > | 
| Rozw. Miedzy całym promieniem koła 
„danego i 5cią iego częścią znaleźć średnią ie- 
ometrycznie proporcyonalną (204), ta'będzie 
promieniem koła szukanego,  Daymy nato, że 
AB fig. +68-, iest promieniem koła danego, AD 
zeia cześć tego promienia; limiia AC średnio 
ieometryCznie, proporoyonalna między AB i AD 
jest promieniem koła szukanego : gdyż podług 
wykreślenia jest AB: AC = AG: AD; czyli za- 
miast liniy położywszy ich ważności w liezbach, 
hędzie 3:V 3 = V/5:1. Więc AB; AC = 
Z: V5 ; a tém simóm AB*: AC? =g? 5: gdyż 
vV3XV5—=5. Że zas powićrzchnie'kół 
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maja sie iak ady, z promieni, oznaczywszy 
zątóm powićrzchnią koła danego przez X, po- 
wićrzchnią koła znalezionego przez æ, bedzie 
X: w AB: AC; czyli 
R:y0Z=9: 3. 

W tey proporcyi następnik agi, iest 3 razy 
mnieyszy od swego poprzednika; więc i nastę- 
pnik rwszy w iest 3 razy mnieyszy od swego po- 
przednika X; to iest, powićrzchnia koła znale- 
zionego iest 3 razy mnieysza od powićrzchni 
koła danego. 

Tym samym sposobem postepuiąc , łatwo 
bedzie rozwiązać dwa następuiące zagadnienia: 

ród. Maiąc dane koło znaleźć drugie 
spólłśrodkowe z daném , któregoby powićrz- 
chnia była tyle razy mnieysza lub większa od 
powierzchni danego, ile sie podoba. 

2re. Dane koło podzielić kołami spół- 
środkowemi na tyle równych części, na ile sie 
podoba. s 

277. Zag. Maiąc dane dwa koła spół- 
środkowe , wyrachować różnicę ich powićrz- 
chni. | 

Rozw. . Oznaczywszy powićrzchnią koła . 
większego przez X , iego okrąg przez C, pro- 
mień przez R, powićrzchnią koła mnieyszego 

rzez «©, iego okrąg przez c, promień przez r; 
będzie podług tego cośmy powiedzieli wyżćy 
(269), X =FRC, r=$rc. Odiąwszy strony 
równania 2go od stron równania 1wszego, zo- 
stanie | | 

X—x=3ZRC— Gre e —1—: —;A. 
i yi 1 4 * 
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iż". 
Że zaś R: r =C:ce(260); wiec Rez7;C; 
a tćm samém Re = 57/0. Odiawszy po obu 
stronach 4 rQ, zostanie 4 1Rc—4rC—o0. 

W równaniu więc oznaczonóm głoska A, 
dodawszy z prawćy strony 4 Rc— 4 rC, równość 
nie zginie, a równanie to weźmie na się naste- 
puiaca postać: 

A— «a =ĘRQ EZ -- 1 Rc—4re. 

"Rozłożywszy drugą strone na apani, be- 
dzie 


~ X— ra= (R—r) GEHE; czyli, 
X r= (Rr) ee 


Nadto. ponieważ R: r=Q:c, a tém samém 
r:R-+r= c:C4-c; podzieliwszy następniki 


5 == — Bi 


przez ży będzie r: —=ż c; 
| 2 2 
i 


Niech bedzie =P. Wziąwszy li- 


niia oznaczoną przez p za E i okrag ko- 
“ła tym promieniem wykrćślonego oznaczywszy 
piser O; będzie 

RP c: O; aże z dowiedzenia ` 


Rri leai a 


=: 


; kiedy więc w tych 


r: 
2 


"dwóch propąrcy ach sej pićrwsze wyrazy iednćy 

proporcyi są równe trzem odpowiadaiącym wy- 

rażom propor cyi drugićy, wyraz 4ty rwszćy, ró- ' 

wny także być musi wyrazowi 4temu CAE pro- 
"Cc 


porcyi; to ięst, 20. W równaniu Zza- 
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+e 


` tém B położywszy O zamiast z> będzie 


m X—wv=(R—r)O.: Toiest, różnica po- 

wićrzchni dwóch kół spółśrodkowych X — z, 

wówna iest iloczynowi różnicy ich promieni R 

— r, przezokrąg kota O wykróślonego promie- 

miem równym połówie summy. dwóch promieni 
R"r 


kół danych - i ; 


5 


Uwaga. Wszelka ilość równaiąca się po- 
łowie sammy dwóch iłości innych , ićst miedzy. 
miemi średnią arytmetycznie proporcyonalną. 
Powyższe zatém wyrażenie. 

 M—r=(R—r) O, można inaczćy tak wy- 
słowić: różnica powićrzchni dwóch kół spół- 
środkowych, równa iest, iłoczynowi różnicy ich 
promieni przez, okrąg koła wykróślonego pro- 
nieniem równaiącym się linii średnićy arytme- 
zycznie proporcyonalnćy, miedzy promieniami ' 
dwóch danych kół spółłrodkowych. i 
| Mo/na takźe wyznaczyć tę powiérzchnią 
innym sposobem, jak iest w następuiącóm twier- 
dzeniu. i 3 ; 
_278. Twierd.' Różnica powiérzchni dwóch 
kół spółśrodkowych, równa iest prostokątowi - 
maiącemu za wysokość różnicę dwóch pró- 
` mieni , aza podstawę liniią prostą równą o- 
kręgowi koła wykreślonego promieniem ró- 
wnaiącym się linii średnicy arytmetycznie 
proporcyonalnóy miedzy promieniami dwóch 
danych kót spółśrodkowych. 
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Dowod. Niech będa SC, Sc fig.-134 pro- 
mienie dwóch kół spółśrodkowych. Daymy 
nato, że liniia prosta CE prostopadła do SC, 
równa iest okręgowi C koła większego. Popro- 
wadziwszy liniia prostą SE, i z punktu c liniia ce 
równoodległą od CE, aż do przecięcia się z li- 
niia SE w punkcie e, w dwóch tróykątachSCE, 
Sce podobnych iest SC: $c=CE: ce; czyli SG: 
SCHQ: ce : gdyż CE—=C podług wykreślenia , 

Ą é 2 Śc X Ci i \ W. 
a zat Ait A Ai sra | 
A. że okregi kół maia się iak promienie (260); 
oznaczywszy więc przez c okrąg koła wykrósło- 
nego promieniem Sc, bedzie SC: Se = C: c; a 
Scx CG 
ŚĆ . 

Z dwóch ostatnich równań wypada, Że ce 
=c, to iest, że liniia ce równa się okręgowi ko- 
ła wykréśłonego promieniem Sce, 

Powićrzchnia troykąta SCE = 4SC X CE 
(150). Powićrzchnia tróykata Sce—4Sc X ce. 
Ze zaś CE równa się okręgowi koła wykrćślone- 
go promieniem SC podług założenia, a ce równa ` 
się okregowi koła wykrćślonego promieniem Se 
podług dowiedzenia , powićrzchnia zaś koła ró- 
wna iest iloczynowi iego okręgu przez połowę 
promienia (269); powićrzchnia zatóm tróykąta” 
SCE równa iest powićrzchni koła większego , 
powićrzchnia tróykąta Sce równa iest powićrz- 
chni koła mnieyszego; a tém samém różnica 
miedzy powićrzchniami dwóch tych tróykatów, 
to iest , caworobek CeeE iest równy różnicy 


zatem czz 
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między powićrzchniami dwóch danych kółspół- 
śirodkowych. | ; 

'Podzieliwszy liniią Cc w punkcie ć na dwie 
równe części i poprowadziwszy liniią ćé równo- 
odległa od CE, aż do przecięcia się z.liniią SE 
w punkcie é; przez punkt ć poprowadźmy liniią 
Bib prostopadłą do CE; przecinaiąca się w pun- 
k.cie b z liniią ce: prostokąt CchB równy iest co 
dlo powićrzchni czworobokowi CceE: gdyż dwa 


| prostokątne tróykaty eb, BE, maiące katy 


przy ć równe i bóki be, Bé równe (79), mogą 
dlo siebie przystać (26). Prostokąt zatóćm CcbB 
równy iest różnicy dwóch kół spółśrodkowych. 

(Prostokąt ten ma za wysokość liniia Cc, 


która iest różnica dwóch promieni, a za podsta- 


wę liniia OB=f2, która iest równa okręgowi é 
kola wykréślonego promieniem Sć;:co tym sa- 
mymsposobem'okazać można, iakim okazaliśmy, 
że liniia ce iest równa okregòwi koła wykrćślo- 


` nego promieniem Sc. Idzie wiec tylko 0 to, aby 


okazać, że promień Ść iestśrednim ńrytmetycznie 
propórcyonalnym między promieniami ŚC i $c; 
czyli, co na iedno wychodzi, że promień ŚĆ ró- 
wny iest połowie sammy dwóch promieni SC i 
Sc; co iest latwo okazać przedłużywszy SG.do 
A tak aby CA = So. | , 
279. Uwaga. Ponieważ powićrzchnia ko- 
ła równa iest iloczynowi iego okręgu przez po- 
łowę promienia (269); podzieliwszy więc po- 
wićrzchnią koła przez połowe promienia, wy- 
padnie na iloraz okrąg koła. Nadto dowiedli- 
śmy wyżćy (267), że można w koło wpisać lub 


j 
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na nićm opisać wielokąt foremny taki, iż różnica 
między iego powićrzchnią i powierzchnią koła, 
może być mnieysza od wszelkićy ilości nazna- 
czonćy. Nakoniec okazaliśmy (251), że maiąc 
wiadome powićrzchnie dwóch wielokątów fore- 
mnych podobnych iednego w koło wpisanego, 
drugiego opisanego na kole, można znaleźć po- 
wićrzchnie dwóch innych wielokatów foremnych 
dit: wpisanego , drugiego opisanego maia- 
cych boków po dwa razy wiecey niż wielokąty 
pićrwsze. Wiadomości te podaia inny sposób, 
cokolwiek łatwieyszy od podanego wyżćy (264), 
wynalezienia stosunku okręgu do średnicy. | 
Trzeba ród wpisać w koło i opisać na nićm 
dwa wielokąty foremne o iedneyże liczbie bo- 
ków, którychby powićrzchnie mogły być łatwo 
wyrachowane. | 
are.  Podwoiwszy liczbę boków wielokąta 
wpisanego i opisanego , wyrachować powićrz- 
- nie dwóch drugich wielokatów RRA e t podwa 
razy więcćy boków, niż dwa wielokaty pićrwsze. 
Zcie., 'Fo ostatnie działanie powtórzywszy 
kilkanaście razy, gdy nakoniec znaydziemy dwie 
liczby iedne smierć wyrażaiacą powićrzchnią 
wielokąta wpisanego, druga wiekszą wyrażająca 
powićrzchnią wielokąta opisanego takie, że ich 
"różnica iest bardzo mała; na ten czas liczba śro- 
dek między niemi trzymająca , może być wzięta 
za powićrzchnią koła, którą podzieliwszy przez: 
połowę promienia , wypadnie na iloraz ważność 
okręgu koła; nakoniec ważnośćtę porównawszy 


, 
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z ważnością średnicy, otrzymamy stosunek Pre 
bliżony okregu do średnicy. 

Ponieważ kwadrat w koło wpisany iest dwa 
razy większy od kwadratu: promienia (3360), wzią- 
wszy więc promień koła za r, bedzie powićrz- 
chnia kwadratu wpisanego = 2. A Że kwadrat 
na kole opisany iest kwadratem śr ednicy (244), 
a tóm samém 4 razy większy od kwadratu pro-- 
mienia ;, bedzie wiec powićrzchnia kwadratu o- 
pisanego = Z 44 

Oznączywszy powićrzchnią kwadratu wpi- 
sanego przez a, opisanego przez À, powiórz- 
chnią ośmiokata wpisanego przez b, opisanego 
przez B, powićrzchnią 16kąta wpisanego przez 
e, opisanego przez C, it.d.; będzie ` 

Lody a 222, „ AZ4. 

244, MI —— aa X A 
Ze zaś BZZYAĄA; 1 BZ GT (251); 
będzie więc 

2re, b=V4X2 xX =V 3= 3a 8284271: 

B— 4X4 Ah „008 

“apy 3 418284371 
Podobnież ponieważ CZVYBXB; C= 


b 
s 7 e $ położywszy więc zamiast B i b znale- 


=35 137085. 


zione ich ważności, i odbywszy działanie, znay- 
dziemy powiśrzchnie c ©iQ 16kata wpisanego i 
opisanego. 

Tym sposobem postępuiąc daley, znaydzie- 
my. powićrzehnie wielokątów. wpisanych i opi- 


- 
~ 


nA 
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sanych , coraz bardzićy do siebie zbliżaiących 
sie. I tak zp. powićrzchnia wielokąta maiącego 
boków 128 wpisanego — 5,1403511, opisanego 
zaś o tóyże samćy liczbie boków = 3,1422256. 
Powićrzchnia wielokąta o 2048 bokach, wpisa- 
„nego 3,1415877, opisanego PAE 5951. 
Powićrzchnia wielokąta o 16584 bokach wpisa- 
nego=3,1415g925; opisanego zaś =3,14 15927. 
Powierzchnie te różnią sie tylko miedzy so- 
bą dwiema iednościami dziesietnemi siodmego 
rzędu. Liczba zatém 3,141 5926, może być wzię- 
tą za ważność powićrzchni koła.(*). Ze zaś po- 
wićrzchnia koła, równa iest iloczynowi pro- 
mienia przez połowę okręgu; kiedy więc pro- 
mien iest r, połowa okregu będzie=3,14 15926. 
A zatćm oznaczywszy promien koła przez R, śre- 
dnice przez §, a okrag koła przez C, będzie R: 
' Pick © 5,r415926. Rozmnożywszy pićrwszy 
stosunek przez 2, będzie 2R, czyli $; C= a: 


51415926. 


$ 

() W wielokatach maiących po 16584 boków, 
podwoiwszy liczbę boków, otrzymamy wielo- 
kąty o 52768 bokaeh , których pawierzchnie 
w pićrwszych siedmiu liczbach dziesiętnych od 
siebie się nie różnią; odbywszy bawiem działa- 
nie potrzebne, wypadnie powierzchnia tak 
wpisanego iak opisanego — 3,1415926. 
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PROSTOKREŚLNA. 


280. Zi twierdzeń o przystawaniu i z zagadnień 
o króśleniu, tróykatów prostokrćślnych ,, to iest 
liniiami prostemi zakonczonych, łatwo wnieść 
można, że jeżeli z sześciu części tróykąta , któ- 
remi są iego boki i kąty , trzy części są wiado- 
me, drugie trzy mogą być wyznaczone, i tróy- 
kąt może być wykreślony, byleby ieden bok 
przynaymniey znaydował się między częściami 
wiadomemi. Lecz króślenie tróykątów zależące 
od więKszćy lub mnieyszćy wprawy, i dokładno- 
ści, narzędzi do tego używanych , podlega roz- 
maitym uchybieniom, na których sprostowanie 
Jeometrya nie może podać żadnych prawideł , 
kiedy nawet liniia prosta nie może być tak wy- 
króślona, aby nie miała żadnóy szerokości: gdy 
tym czasem w rachunku arytmetycznym wszel- 
kie omyłki bez trudności poprawić można. 
Dla dopełnienia więc nauki o tróykąatach 
peanya na które wszelkie inne wielo- 
aty podzielone i zamienione być mogą, wypa- 
da do wykrćślenia ieometrycznego przydać ra- 
chunek arytmetyczny , aby z trzech części tróy- 
kąta wyrażonych liczbami , drugie trzy cześci li- 
czbami także wyrażone być mogły z taką dokła- 
dnością , do iakićy tylko kałkuł algiebraiczny 
doprowadzić można. Część Jeometryi podaiąca 
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na to sposoby , zowie się „Trygonometryą pro- 
stokreślną. ` 
281. Niech bedzie tróykať ACB fig. 

wktórym wiadome sa katy À, Bi bok AB. weż. 
my inny tróykąt abe, którego wszystkie części 
są wiadome, i w którym kąta=A, b =B: 
więc dwa te tróykąaty sa podobne (19 A a zatćm 

ab : AB== ac: AC; ab: AB==bc: BC. W iec 

ab KACZABac; AT atém 


- AR' AB X bo. 
, ab ab 


Jeżeli wiec boki SĘ ac, bo i AB są wyra- 
żone w liczbach, znaydziemy także wliczbachbo- i 
ki AC i BC; a że dwa te tróykaty są równokatne, 
kiedy więc kąty tróykąta abc są wiadome, beda 
także wiadome katy tróykąta ABC : a tym spo- 
sobem wszystkie cześci tróykata ABC są wiado- 
me i moga być wyrażone w liczbach, czyli, iak 
odtąd mówić będziemy , tróykat. ABC iest 7oZ- 
wiązany. 

282. ` Stad sie okaznie, że NAPA mieli 
ciąg tróykatów, którychby kąty miały wszelką 
ważność iaką tylko mieć moga, i którychby 
wszystkie części były wiadome; w ciagutym mm- 
siałby się znaydować ieden tróykąt równokatny 
z tróykątem danym do rozwiazania, za pomocą a 
którego tróykatdany moglibyśmy rozwiązać spo- 
sobem wyżćy okazanym. 

Abyśmy ciąg taki tróykątów dfaa mógli, 
zaczniymy od tróykatów prostokątnych: wszyst- 
kietakie tróy kąty mogą być wykreślone w ezwar- 
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téy Cześci koła, spusczaiąc ze wszystkich pun- 
kitów Tuku’ AB fig.155, liniie SC,ŚC itd. prosto- 
pPadłe do promienia RA, i prowadząc promie- 
mie RS, RŚ itd. Tróykąty RCS; RĆSit.d. tym 
sposobem utworzońe, wszystkie będą przy pun- 
k:tach C, Ć it.d. prostokątne ; a kąty ich przy R 
bedą miały wszelkie ważności, jakie tylko kąty 
ostremieć mogą: gdyż miara ich są łuki AS, AŚ 
. ted, których wielkość zależy od naszćy woli; ka- 
ty zaś CSR, ĆŚR it. d. w miarę powiększaiących 
siie katów. przy R zmnieyszać sie beda: gdyż kat _ 
przy $, z katem przy R w każdym tróykącie RCS 
waży dën kąt prosty; i nie może być Żaden 
tróykat prostokątny dany do rozwiazania, któ- 
ryby nie był podobny iednemu z wóykątów wy* ; 
kréślonych w czwartéy cześci koła. 
283. Wszystkie te tróykaty RCS it.d., ma- 
ìa iednakowa przeciwprostokątną równą pro- 
mieniowi RA. Możnab y utworzyć inny ciąg tróy- 
kątów prostokątny rch ,którychby: iedno ramieka- 
ta prostego , równe było promieniowi RA: nå 
„ten koniec, dosyć iest z końca promienia RA 
wy rowadzić styczną AT nie ogrmiczonćy dłu- 
gości, i zë środka koła R przez punkta S, Ś it,d. 
poprowadzić sieczne RN, RŃ it.d. Rzec za iest 
rzez się widoczna, że katy ostre przy R w tróy* 
atach prostokątnych RNA, RŃA itd, będą 
miały w wszelką ważność , jaką tylko katy ostre 
mieć mogą, i żetćm samém między temi tróyką- 
tami, musi być ieden podobny tróykątowi pro- 
stokątnemu danemu do rozwiążafiia. 


- 
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284. W tróykatach RCS it.d. przeciwpro-- 
stokątna nie odmienia się ;' boki CS żę d. rosna 
w miarę rosnących kątów CRS it.d;, i łuków AS 
itd. Wielkość zatóm katów CRS it.d. i łuków 
AS itd., zależy w tróykatach prostokątnych odł 

“wielkości boków GS, C$it.d. . Boki te nazwano: 
MWstawami, sinus, łaków i kątów im odpowia:- 
daiacych. I tak CS iest wstawa łuku AS i kąta 
ARS; ĆŚ iest wstawa łaku AŚ i kąta ARŚ itdl. - 
JY'stawa więc łuku iest prostopadła spusczo- 
na zkońca tego łuku na promień przecho- 
dzący przez drugi koniec tegoż łuku. l 
i 285. Liniie RC, RC it.d. które zmnieysza- 
ią sie w miarę powiększaiących się łuków AS , 
AŚjtd. są równe liniom SO, ŚO i t.d. prostopa- 

„ dłym do promienia RB, który iest prostopadły 

do promienia RA. Liniie te SO, ŚÓ it.d. są tém 
względem łuków BS, BŚ i.t.d. czóm są liniie SC, 

ŚĆ it.d. wzgledem łuków AS, AŚitd. To iest, 

liniia SO jest wstawa łuku BS; liniia ŚÓ iest wsta- 
wą łuku BŚ it.d. Dwa łuki, które do siebie do- 
dane lub od siebie odiete równe są czwartćy 
cześci okregu, nazywamy Dopełnieniem ieden 
drugiego , complementum, I tak łuk BS iest 
dopełnieniem łuku AS; łuk BŚiest dopełnieniem 
łuku AŚ itd. Liniie zatém SQ, ŚÓ it.d. są wsta- 
wami dopełnienia łuków AS, AŚ itd., sinus 
complementi. Wstawa dopełnienia inaczóy zo- 
wie sie dostawą, cosinus. , Więc liniie SO,Śó 
itd. , tudzież równe im liniie RC, RC 'it.d, są 
dostawami łuków AS, AŚ itd. Dostawa zatćm 
łuku iest wstawą dopełnienia tegoż łuku, i 
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równa się części promienia- bedod miedzy 


Środkiem koła i wstawą (* ). 

286. W tróykątach więc prostokątnych 
RCS i t. d. przeciw próstokątna.. RS it.d. iest pro- 
mieniem koła; boki CSit.d. sa wstąwami , a boki 
RCit.d. są dostawami katów ostrych R maia- 
cych swóy wiérzchołek w środku koła. W ka- 
żdym więc tróykącie prostokątnym wziąwszy 
przeciwprostokątną za promień, a wićrzchołek 
iednego z dwóch kątów ostrych za środek koła, 
bok przeciwny kątowi ostremu maiącemu swóy 
wićrzchołek w środku koła bedzie iego wstawą, 
a bok przyległy temuż kątowi iego dostawa. 

287. W tróykątach ARN, ARŃ id. bok 
AR nie odmienia sie; boki zaś RN, RŃ itd. tu- 
dzież boki AN, AÑ itd. rosną w miarę rosną- 
cych katów ARN it.d. i łuków AS itd. które są 
miarą tychże kątów. Boki RN, RŃ itd. zowią 
się Sieczne, secantes, łaków AS itd., i katów 
ARN it.d., boki zaś AN, AŃ it.d. styczne, tan- 
gentes, tychże łuków i katów. 

Sieczna zatćm trygonometryczna łuku, 
jesl promień przez koniec tego tuku popro- 
wadzony p | przedłużony, aż do zeyścia się ze 
styczną wyprowadzoną z drugiego końca to- 
gożłuku; ;Szyczna zaś trygonometryczną łuku, 
żest część stycznóy przez reden koniec tego tur 
ku poprowadzonćy, zawarta między dwoma * 


(*), Liniia AC nazywa się Sinus versus: lecz liniia 


ta w trygonemetryi, nie skazy, do żadnego sd 
żysku, 
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promieniami przez obadwa końce tegoż łuku 
poprowadzonemi. 

288: W tróykatach wiec prostokatnyciu 
ARN itd., bok AR iest promieniem koła, bokii 
AN itd. są stycznemi, a przeciwprostokątne RN 
itd, sa siecznemi katów ostrych ARN it.d. ma- 
iących swóy wićrzchołek w środku koła. W ka 
żdym; wiec tróykącie prostokątnym , wziąwszy 


iedno ramie kata akcję za promien, a wićrz= - 


chołek iednego z katów ostrych za śr odk: kora ; A 


- drugie ramie kąta prostego będzie styczna, a 


- przeciwprostokątna sieczną kąta ostrego maig- 
-cego swóy wiérzchołek w środku koła. 


289g. Z końca B łuku AB fig. 136, wypro- ` 


„ wadziwszy styczną Bz, i przedłażywszy ia iF aż do 
zeyścia się z sieczną IR; ; liniia Bz będzie sty- 
czną, a liniia Rz sieczna łuku BS. Że zaś łak 
BS iesć dopełnieniem łuku AS (235), wiec liniia 
Bn iest styczną dopełnienia łuku AS, i zowie 
się inaczćy dozyczną, cotangens;  liniia zaś Rz 
jest sieczną dopełnieuia tegoż łuku AS, i zowie 
się dosieczną, cosecans. 

0. Wszystkie te liniie trygonometryczne 
hedas koloi podobnych tróykatów RCS, RNA, 
RB», ROS, są miedzy sobą proporcyonałne : 
maiąc zató wiadonie ważności iednych, łatwo 


. będzie wyznaczyć ważności, drugich. 


+. Jakoż w tróykącie RCS prostokątnym przy 
C iest cs? RC? =RS*; czyli, oznączywsz 
promien RS przez R, łuk AS przez a, liniie za 
trygonometryczne przez początkowe głoski ich 


nazwisk ; bęczie 
wst” a 
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wst a-|-dos*a=ZR*; więc wst*'a = R*— dos'a; 
dosta =R*—wst' a: a tém samóm 


wta yV R dosa r — « — + e 
dosa =V R° wst @ y hi rel a 


are, W twóykątach RAN, RCS podobnych 
jest RC: CS=RA:AN; czyli dos a: wst a = 
R. wst 2 


IR: sty a; więć sty a = Po 7 5, 


dosa: . 
' | geie. W tróykatach RCS, RB» podobnych, 
iiest CS; RC=BR: Bz; czyli wst a: dos a=R: 


a AE R. dosa 
ot a ; więc dot a= "szą —i—rX. 


4te. W tróykatach RCS, RAN podobnych 
iest RO: RS = RA: RN; czyli dos a:R=R: 
R? 


siec a; więc sieca =- + — : — 15. 
dosa 


` bte. W tróykatach RCS, RB» podobnych 
iest CS: RS = RB: Ra; j er wta: R=R: 
R* L 


dosiec a; wiec dosiec a 4 ———— — ; — 6. 
wst a 


Przypatrzywszy sie równaniom 1,2,3,4, 
5i6, oznaczającym ważność 6ciu liniy tr yg0- 
nomettycznych, postrzeżemy, że ważność sty- 
<znćy i dotycznćy, siecznóy i dosiecznćy zależy - 
od wyżnaczenia ważności wstawy, dostawy i 
promienia. Że zaś długość promienia w mierze- 
niu kątów za pomocą łuków koła i jest rzeczą o- 
hoiętną, więc wziąwszy promień za iedność , 
ważnośćći innych liniy trygonometrycznych zale- 
„żóć będzie od wyznaczenia wstawy i dostawy : 


i 15 
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a właściwie mówiac od wyznaczenia ważnościi 
samćy tylko wstawy: gdyż dostawa zależy odd 
ważności wstawy, iak się z równania pod liczbaa 
2 przekonać można. 

Następuiace twierdzenie o ważności wstaw ji 
dostaw summy lub różnicy dwóch łuków, zasłua- 
guie na naywiększą uwagę: gdyż: zamyka w s03-- 
bie wszystkie własności wstaw i dostaw. 

e 291. Twierd. Niech bedą dwa iakiee- 
kolwiek łuki a,b; bedzie 
S r 
a A wst 2. dos b 5 wst b. dos 7 h 
5 
Ips lash U) SET EARE D EŃ, 
Dowod. Niech będzie fig. 157, łuk AMI 
= a, MN=Ż: wziąwszy łuk MŃ=MN,i po- 
prowadziwszy cieciwę NŃi i promien MR, z pum- 
Krów Ń,M,EiN spuśćmy ] ŃĆ, MP, EF i N(G 
pro opadłe do AR, tudzież ÑG i i ED prostopaa- 
dłe 
akafa tego cośmy powiedzieli wyżéy (2841), 


A liniia MP iest wstawą , a PR dostawa łuku AJM 


—=a. Liniia NE z wykróślenia prostopadła dlo 
promienia MR (109), iest wstawą , a RE dostawą 


„ Juku MN==b. 


Liniia NC iest wstawą łuku AN=AM +- MIN 
s=za*|-b. | * x 
Liniia ŃĆ iest wstawa łuku AŃ=AM—MIN 


"=—a—b. 


Liniia RC iest dostawą łuku AN= AM--MIN 


Zá --D. 
pia ne iest dostawą. łuku AŃ =AM— MIN 
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LeczNC=DC--DN=EF+-DN: gdyż EF—DC. 
NC=GC=DC—DG=EF—DG. 
RC=RF—FC=RF— ED. gdyż ED—=FC. 
RÓ—RF--FĆ. 

N adto w tróykątach NNG, END podobnych iest 

NN: EN= NG: DN = NG: ED. 

A że poprzednik rszy NN iest dwa razy wię- 
kszy od swego następnika EŃ (108); więc i li- 
niia NG dwa razy większa od DN, i ŃG czyli ÚG 
`> dwa razy wieksza od ED czyli FC; a tém samém 

„DG=DN, ED czyli FC—FĆ. 

W powyższych zatćm równaniach zamiast 
liniy DG i FC położywszy równe im liniie DN i 
ED, będzie 

wst (a+b) = NC=EF + DN. 
wst (a—b) == ŃĆ = EF — DN. 
dos (a --b) = RC = RF — ED. 
dos (a—b) Z RĆ—RF ++ ED. 

Idzie wiec tylko o wynalezienie ważności 
eztćrech linii EF, RF, DN i ED, z których dwie 
pićrwsze są bokami tróykąta EFR podobnego 
tróykatowi MPR, dwie drugie są bokami tróy- 
kąta EDN podobnego temuż tróykątowi MPR : 

dyż boki 1go są z wykrćślenia prostopadłe do 

Poków 2go tróykata. Bedzie więc 

RM: MP = RE: EF. RM: PR = RE‘ RF. 
RM: NE = RP: DN. RM: EN = MP: ED. 
Czyli położywszy ważności trygonometryczne, 
4 y wst 2. dos b 
R: wst az= dost b: EF; więc EF=————. 


dos a. dos b 


R: dos a—dosb: RF; więc RF= R $ 


15* 
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s 
- 


i X) sst b. d 
R: wst b= dos a: DN; więc DN=— kos 


R Ą 
$ wst a. wst b 
R: wst b=wst a: ED; więc ED=— H Fe 


Wpowyższych zatém cztérech równaniach: 
zamiast liniy EF, RF, DN i ED położywszy zna- 
lezione ich ważności, równania te zamienią sie: 
w następniące : 
wst 2. dos b + wst b. dos a 


wst (2--b) = - R - ; 


wst a. dos b—wstb. dosa 


R A ? 
dos a. dos b—wst a. wst b 


E o EN EC A "NYM 


dos a. dosb-- wst a. wst b 
dos (a—b) = a $ 


wst (a—b) =" 


Równania te za pomoca podwóynego zna- 
ku + wyrażaiącego ię i różnice wstaw f 
dostaw , można zamienić na dwa równania, któ- 
reśmy założyli w twierdzeniu. 


292. Chcąc znaleźć wstawę i dostawę łu- 
ku dwa razy większego , niż iest łuk dany 4, do- 
syć iest w równaniu rwszóm i Jciem, ze cztć- 
rech równań poprzedzaiących , zamiast łuku b 
wziąć łuk a ; tym sposobem dwa te równania 
zamienia się w następuiące: 

wst g. dos a -- wst a. dosa 
Wst (G]+ 2) 
dos a. dos a— wst a. wst a 


R 


dos (aa) = czyli 
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ià owst a. dos a N dos a—wst' 2 
—; dos28Z2—— j 
R y R 
W tychże samych równaniach zamiast 5 po- 
_ Jłożywszy łuk 2a, otrzymamy ważność wstawy 
i dostawy łuku trzy razy wiekszego , niż iest łuk 
dany a: bedzie bowiem | 
wst g. dosza-+j-wstoa. dos © 


wst 2a= 


'wst (a-;20)— wst 34 = 


dos a. dos eąa—wst a. wst 2g 
dor(0+20)—= dos za PETE f 
*.. Tym sposobem postepuiąc , można otrzy- 
mač wstawę i dostawe łuku 4, 5 it.d: razy wię- 
Ikszego, niż iest łuk dany. 


dos a—wst'a 
, | R 
(292), można także otrzymać wstawe i dosta- 
wę luku dwa razy mnieyszego niż iest łuk da- 
my a; iakoż zamiast łuku 2, wziawszy łuk $ a, 
równanie to zamieńi sie w następuiące 4 
dos” 4a — wst ga OR ; 
R .  Zniósłszy mia- 


293. Z równania dos 24 = 


dos a = 


nownik , będzie. $ 

do? 4a—wst ta =R. dosa. Ze zaś 

dos’ ţa -+ wst ta =R? (2ġ0); wiec strony tych 
dwóch równań raz od siebie odiawszy , drugi raz 
do siebie dodawszy, bedą dwa następuiące ró- 
wnania : 

Żwst żaz=R"—R. dosa. 2dos' ta =R* +: 
R. dos a, i 

Podzieliwszy obie strony przez 2, bedzie 

wst? za=4R' —4R. dos a; dos ga =3FR' + 

4 R. dos a, 
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Pac: wst pay ZR —; —34R. dos a; dos ża 


IR FER. dos a. 
T Długa strone przed znakiem pićrwiastkowym 
odzieliwszy przez 2, a wyrazy będące pod zna- 
kiem piórwiaśtkowym rozmnożywszy przez 2°, 
czyli przez 4 , co wypadnie na to samo, iak gdy- 
by strona ta była podzieloną i rozmnożoną przez 
2; będzie 


wstga= ŁY 2R* — 2R. . dos 2; 
dosta $ z VAT 2R? -+ 2R. dos a. i : 


Za pomocą tych dwóch równań, można bę- 
- dzie znaleźć wstawe i dostawę nie tylko połowy 
łuku danego, ale też łuku A 8, 16 it.d razy 
mnieyszego , niż iest łuk dany ; gdyż wstawa i 
dostawa łuku dwa razy mnieyszego niż iest łuk 
Ja, będzie wstawą i dostawą łuku 4 razy mniey- 
szego, niż iest uk æ it.d. 


- Te same dwa równania otrzymać można 
sposobem nasteępuiącym : 

Podzieliwszy luk AM f I fi g. 138, na 6 czę- 
ści równe w punkcie N, i poprowadziwszy pro- 
“mien RN, i cieciwe AM: cięciwa ta w pun cie 
C iest podzielona na dwie równe części , i iest 
` prostopadła do promienia RN (108): liniia za- 
tém OM iest wstawą łuku MN, czyli połowy łu- 
ku AM (284). W tróykacie AMP [P prostokątnym 
przy P, iest AM = V MPF AP? 

1 AżeAP=AR—PR=>R— dos AM=R— 
dos a; MP wst AM=wst a; położywszy więc: 
ważności te w równaniu powyższó, będzie  - 
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, AM= Y wst a + R* — 2R. dos a + dos'a. 


Ze zaś wst” a -|- dos a= R* (290); bedzie wiec 


AM=>Yy/2R' —2R. dos a. . Podzieliwszy o- 
lbie strony przez 2, będzie żAM=MOC—=wst za 


= zy 2R" — 2R. dos a. : 


Dla znalezienia linii RC, która iest dosta- 
"wą łuku MN czyli połowy łuku danego AM, po- 
jprowadźmy cięciwę BM i promień RŃ do nićy 
jprostopadły. W tróykącie BMP iest BM = 
WV MPF BP. ! 
- AżeBP=BR--RP=R--dosa, MP = 
wst a; bedzie więc 
BM=V wst a-- R*+-2R. dos a-|-dos'a; 
Położywszy R” zamiast wst*a -- dos'a, i o- 
bie strony podzieliwszy przez 2, będzie 
1BM=MÓ=RC—dosza=3V 2R'--2R. dos a. 


294.  Liniia MP bedąca wstawa łuku AM, 


- iest oraz wstawą łuku MB, który do łuku AM do- 


dany, czyni półokregu AMB: gdyż liniia ta iest 
prostopadła zkońca M łuku BM spusczona do 
promienia RB przechodzącego przez drugi ko- 
niec B tegoż łaku MB. Dwa łuki lub dwa katy, 
które do siebie dodane czynia półokregu lub 
dwa kąty proste zowiemy spełnieniem ieden 
drugiego, supplementum. I taktuk BM wię- 
kszy od czwartćy części okregu iest spełnieniem 
łuku AMmnieyszego od czwartéy części okręgu; 
łuk AM iest spełnieniem łuku BM. Stąd wnie- 
siemy ród, że wstawa tuku iest ta sama, co 
wstawa spełnienia tegoż łuku. 
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are. Liniia CR będąca dostawą łuku MN 
==4AM, równa iest linii MĆ będącey wstawa 
łuku MŃ=$5BM. Podobnież liniia CM będąca 
wstawa- Aa MN =$4AM, równą iest linii RÓ 
będącóy dostawą łuku MŃ= 4 MB. Je żeli więc 
łuk dany a iest większy od tira cześci 0- 
kregu , iak ieśt np. tuk MB, ńatenczas wstawa 
połowy tego łuku równać się będzie dostawie 
połowy iego spełnienia ; dostawa zaś połowy 
' łuku większego od czwartćy części okregu, ró- 
wnać się będzie wstawie połowy iego spełnie- 
nia. Bedzie wiec, oznaczy wszy łul łuk AM przez a, 
wst 4BM= IVR Fa 2R. dos a, dos 3BM=ż. 
V 2R —>R. dos a. 

"295. Nakoniec AEREA tu, że MQ wsta- 
wa łuku MN iest połowa AM cieciwy tuku ANM 
dwa razy wiekszego od łuku MN; podobnież 
MĆ wstawa łuku MŃ iest połowa MB cięciwy 

` łuku MŃB dwa razy większego od łuku MÑ. 
Stąd wniesiemy , że wsława łuku równa iest 
połowie cięciwy łuku.dwa razy większego. A 
zatóm gdy wstawy sa wiadome , łatwo można 
wyrachować cięciwy, i odwrotnie. 


296. Ponieważ średnica iest cięciwa pół- 
okręgu ; połowa wiec średnicy czyli promień à 
będzie wstawa połowy półokregu czyli czwartéy 
części okręgu (295); iakoż wstawa łuku AB fig. 
156, równego czwartéy części okregu iest pro- 
mien BR z końca B tego łuku spusczony pro- 
stopadle do promienia AR przechodzącego przez 
drugi koniec A tegoż łuku. A że średnica ze 
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Í wszystkich cięciw koła iest naywieksza (101); 
więc wstawa czwartćy części okręgu iest.ze wszy- 
stkich wstaw naywiększa. Wziawszy zatóm pro- 
mien za 1, wstawa czwartćy cześci okr egu bedzie 
$i wstawy zaś innych łuków będa mnieysze od 
1, atćm samém ważności ich będą ułomkowe,. 
Ze zaś kwadrat dostawy równa sie kwadrato- 
wi promienia zmnieyszonermu kwadratem wsta- 
wy (290); kiedy więc wstawą czwartóy części 
okręgu iest promień , dostawa „czwartóy części 
okręgu będzie—o. I w samćy rzeczy dostawa 
łuku równa się cześci promienia zawartćy mię- 
dzy wstawą i Środkiem koła (285); kiedy wiec 
wstawa BR łuku AB równego czwartćy części 
okręgu, przypada na środek koła R, dostawa 
tegoż łuka niknie czyli równa sie o. ai 
Ponieważ promień iest cieciwą łuku równe- 
go 6téy części okręgu; więc połowa promienia, 
Bedzie wstawa łuku równego 12téy części okre- 
gu (295). Wziąwszy zatém promień za i, wsta- 
wa 12tćy części okręgu będzie = 5. Aże do- 
stawa łuku równa się pićrwi iastkowi różnicy mię- 
dzy kwadratem promienia i kwadratem wstawy - 
(290); kiedy więc promień = r, wstawa ratóy 
części okreęgu— 4, ‘podais dostawa Ei części 


oktęgu =V iE Vra LV i 


rasta część okręgu iest cią cześcią łuku 

AB równego 4tey cześci oktręgn. Oznaczy wszy. 

zatóm 4ta cześć okręgu przez Q, bedzie 
-~ rod. wst Q= 1; dos Q=o. 


żre. wst 4Q=5; dos 1Q=żV 3. 
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Maiac wstawy i dostawy tych dwóch łu- 
ków , można bedzie znaleźć nie tylko styczne, 
„dotyczne, sieczne i dosieczne tychże łuków; ale 
też wstawy, dostawy it.d. innych wszystkich łu- 
ków, biorąc łuki te tak podług nowego podziału 
okręgu na 400 stopni, iako też podług podziału 
dawnego na stopni 560. Lecz piérwéy uczynić 
potrzeba dwie następuiące uwagi : 

297. 16d. Łuk co do długości zawsze iest 
mnieyszy niż iego styczna, a wiekszy niż iego 
©wstawa. Jakoż wziąwszy łuk Am = AM fig. 
159, i poprowadziwszy cięciwe Mm, i styczne 
TM, Tm; styczne te przetną się z promieniem 
AR w punkcie T: gdyż dwa tróykaty-RTM, 
RTm moga do siebie przystać. Lecz łuk MAm 
czyli AM |- Am £ TM-E' Tm, AM-- Am > MP 
-- Pm (258); że zaś AM=Am, TM =Tm, PM 
—Pm.; bedzie więc 2AM < 2 TM; aAM>2PM; 
a tóm samém AM <TM, AM >PM. 

2re. Stosunek między styczną i wstawą co 
raz bardzićy przybliża się do 1, w miare coraz 
bardzićy zmnieyszaiącego się łuku; czyli, co na 
iedno wychodzi, im'iest łuk mnieyszy, tém iest 
mnieysza różnica między iego styczną i wstawą. 
R. wsta Sy 

FWP (290), czyli 
a 4 ir / wta i. 
wziąwszy promien za 1, sty a = qe; więc o- 


Jakoż ponieważ sty a = 


bie strony rozmnożywszy przez dos a, i podzie- 
; wst a 
136 


liwszy przez sty a, bedzie dos a = sań 
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zaś dostawa łuku tém iest większa, im iest łuk 
mnićyszy, toiest dostawa tóm bar dzićy przy bliża 

sie do promienia czyli do r, im iest łak mniey- 
szy; więc im łuk æ iest mnieyszy, tém bardziéy 
ważność dosa, a tém samian à i ważność ułomką. 


wst æ 


5) przybliża się do 1; co dowodzi , że ró- 
SE 


żnica miedzy mianownikiem i licznikiem tego 
ułomka, to iest między sty æ i wst a musi być 
bardzo mata, aiescze mnieysza między ważno- 
ścią łuku æ, i ważnością iego wstawy lub sty- 
cznóy. Wziawszy y np. PM—=o, o0o01, bedzie 


RP=V RM. M —PM: = =V 10, 1—0,00000001 = == 
0; 999 999 995- 


MTŁ RM X PM 4 I X 0,0001 


RP ` v T 0999 959-995 
o, 000 100 000 000 5; ważność ta stycznćy MT 
różni się tylko od ważności wstawy PM w 13tóy 
liczbie dziesietnćy ; można ią więc wziąć:za wa- 
żność łuku AM wyrażonego w częściach pro- 
mienia RA, 

298. Po tych uwagach i po Siadoripóżianh 
które i ie poprzedziły , nie trudno będzie wska- 
zać sposób, którym ważność wstaw, dostaw itd. 
wszystkich łuków wynaleziono i ułożono w ta- 
blice. i 
| Ponieważ wstawa 4tćy części okręgu czyli 
wst Q=t, dos Q=o (296), | uczyniwszy „więe 
a=zQ, i położywszy naznaczonć ważności w 
dwóch równaniach wyżćy znalezionych (293). 


z 
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wst £ a= 5 V 2R°— 2R. dosa, dos a= 
VaR -F 2R. dosa; równania te zamienią sie 
w nastepuiące : 
wst 1Q=1V2-2X0 -2X0=43V 2=0,707 106781 r86: 
dos Q= =V 2F2X0=4V 32 =0,707106781186 

Ważność tę wstawy i dostawy 5Q) można 
także następuiacym sposobem w prowadzić. 

Jeżeli łuk AB fig. 140, równy czwartęy czę- 
ści okręgu i iest w punkcie M podzielony na dwie 
cześci równe, na ten czas liniia, MP czyli wsta- 
wa łuku 4AB, równa jest linii RP czyli dostawie 
tegoż łuku: w tróykącie bowiem RPM kąt PRM 
—=RMP, co iest łatwo okazać. Zie zaś MP* + 
RP*=MR*'; czyli, aMP*—=MR*— 1; więc MP* 
= 4; a tém samém MP=V 4 T-V iX2=; NGC” 

Maiąc ważność wstawy i dostawy łuku 
4 Q, można bedzie znaleźć ważność wstawy i 
dostawy pałowy tego łuku czyli +Q. Jakoż 
niech będzie 5 Q=a: w równaniach powyż- 
szych (295), położywszy znalezione lub nazna- 
ezone ważności, bedzie 

wst 7 Q = zy (2— 2X0,707106781 r86) = 
M A 5, 
dos 4Q = Iy (2 -+ 2X0,707 106781 186) = 
0,9235879532511. 

Lecz dzieląc tym sposobem każdy łuk na 
dwie części równe, nie doydziemy ani do cze- 
ści dziesiętych które są stopniami, minutami itd. 
podług nowego podziału okręgu, ani do cześci 
takich, któreby można wziąć za stopnie, mina- 


zy it. d. podziała dawnego. Znaydaiemy yo 
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łuki coraz mnieysze ,a tóm samóm coraz bar- 
_dzićy przybliżaiące sie do swoich wst: aw: i tak 
za r4rym podziałem będzie łuk = yz3żęz Q, 
którego wstawa == 0, 000 095 875 7997 Wsta- 
wa ta mnieysza iest od wstawy 0,0001 ; łuk więe 
ten nie różni sie od swoićy wstawy w pićrwszych. 
atu liczbach dziesietnych (297). Łuki zatóm 
mnieysze iescze mnićy różnić sie będą od swo- 
ich wstaw. 
Łuki tak mało różniące sie od swoich wstaw 


i stycznych, mogą być uważane za proporcyo- 
nalne tym liniom: bę lzie więc 


Wstrzzyz Q; Wsir5vo5o Q= roisz Q: rosooo0: 
czyli = 100000: 16584. A zatém 
: Wst toceoo Q; Czyli wst 0,00001 Q = 
16584 X wst —-1 
—LL rei Q — 0,000 015 707 965. | 
Nadto ponieważ łuki małe są proporcyo- 
nalne swoim wstawom, łuków zatóm 2, 34 4 
it.d. razy większych dd toka 0,00001 Q, będa 
wstawy 2,3, 4 itrd. razy większe od wstawy 
tegoż baku: będzie więc 
wst 0,0000 2 Q = awst 0,0000 r Q. 
wst 0,0000 3 Q = 3wst 0,0000 1 Q. 
wst 0,00004 Q' = 4wst 0,0000 r Q it.d. 
Tym sposobem znaydziemy iescze wiele 
łuków większych od łuku o, 00001 Q , których 
wstawy i styczne nie różnią się między soba w 
piśrwszych 12stu liczbach dziesiętnych. A cho- 
- ciaż zadalszćm powiekszaniem się łuków, różni. 
ca ta coraz sie o bardáisy powiększa ; można ie- 
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dnak tym sposobem postepuiac doyść aż do łu- 
ku== 0,001 Q, którego wstawa i styczna tymże 
sposobem znalezione , iescze sie między sobą 
nie różnią w Pomoca, $miu liczbach dziesię. 
tnych. | 
W łukach większych od 0,001 Q, różnica 
ta znacznieby sie powiększyła : w ten czas więc: 
użyć potrzeba 4 równań wyżćy znalezionych 
(291 i 292), 
"wst 2a = 2WS a. dosa; 
dos 2a = dos a— wst a; 
wst (a=b) = wst a. dos b + wst 4. dos b. 
dos (a =b) = dos a. dos bk wst a. wst b; 
Wziawszy naprzód a = 0,00r Q, potóm a 
— 00020 itd. z dwóch równań pićrwszych 
otrzymamy 
wst 0,002 Q; dos 0,002 Q3 wst 0,004 Q; 
dos 0,004 Q d W ziawszy znowu naprzód 
a —= 0,001 Q,b 20,902 Q;. potém a == 0,002 
Q, b=0,005Q itd. z dwóch równań drugich 
otrzymamy 
„wst 0,005 Q, dos.0,005 Q; wst:0,005 Q, dos 
0,0050 itd. 
299; Ten sam sposób postepowania mo- 
żna przystosować do dawnego podziała okregu 
na 360°, z tą tylko różnica, że działanie rozpo- 
- cząć należy od wstawy i dostawy łuku=7Q= 
50° (296). EŁulkten ciągle dzielac na dwie cze- 
ści.rów ine, i za każdym podziałem wy nayduiąc 
ważność wstawy i dostawy łuków coraz bar- 
dzićy zmnieyszaiących sie, doydziemy nakoniec 
do łuków bardzo” mało różniących się od. swo- 
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"ich wstaw i stycznych , które mogą być wzięte 


za proporcyonalne tymże wstawom i stycznym. 
Dalszy sposób postepowania zupełnie iest po- 
dobny do podanego wyżćy. 

500. Wreszcie różne są sposoby , osobli- 
wie w Matematyce wyższćy,znacznie ułatwiaiące 
i skracaiące to dlugie działanie. Wyłożymy tu 
ieden przynaymnićy sposób , który pod wielu 
wzgledami godzien iest, aby go poznać. Lecz 
naprzód okazać potrzeba , że formuły podane 
wyżćy (293), na znalezienie wstawy i dostawy 
łuku dwa razy mnićyszego , mogą być zamie- 
nione w następniące ; 
wst testy (RHR: wst a) -ZY/ (R*-R. wst 2); 
dos 4 a=5V (R*R. wst a)-ży (R*-R. wst æ). 

Jakoż strony równania mp. 1go podniosł- 
szy do kwadratu, będzie ; 

wst ta 4 (R*+-R. wst a) — 3V (R*—R* 
wst a) -+ g(R—R,wsta); z drugićy strony 
dodawszy wyraz rszy i %ci, a wyraz 2gi rozło- 
Żywszy na czynniki, będzie 

wst a= iR —ZY R" (R*— wst a); 

zamiast R* — wst 'a, położywszy dos a 
(290), i wyciągnąwszy pićrwiastek , wypadnie 

wst iam iR’ — ZR dosa. 

Podobnież strony równania 2g0 podniosłszy 
do kwadratu i odbywszy działanie iak wyżćy, 
padnie. | 

dos 4 a = 4R? + ZR dos a. Dwa te ostatnie 
równania łatwo przerobić można na formuły po= ` 


dane wyżćy. 
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Potakowćm przygotowaniu łatwo bedzie wy- 
łożyć następuiacy sposób wynaydowańia wstaw 
i dostaw niektórych łuków. i 

501. Niech bedzie wst 20%=1: wiec 2% 
będzie cieciwą łuku = 40° (295), czyli, rachu- 
iąc stopnie podług nowego podziału, 2% będzie 
bokiem 1okąta foremnego w koło wpisanego : 
„a że bok ten równy iest wiekszćy cześci promie- 
nia podzielonego w stosunku średnim i skray- 
nym (257); więc wziąwszy promień za 1, bedzie 
1:20T=2%i 1 — 2X; azatem 4x" — r — 205. 
czyli 4a" + 20 = 1; czyli v -+ gu =4, Do- 
pełniwszy kwadratu, będzie x° -+ 4x -+ ra= r33 
a zatóm £ -+ 4= T5 — > =y 5. Od- 
iąwszy 4 po obu stronach , będzie c = iy/5 
— 1; czyli w =4(—1i+y 5) Aże c= wst 
20°, więc ` GL 

wst 20% ZH (—1 +4 V5). Podniosłszy obie 
strony do kwadratu ; 
bale r i — AW --5)=q7 (6—2Y 5) 


6—2Y 5 


HRB IG -. 
Ze zaś dos” 20*=R*— wst*2o* (290), więe 
6--2V'5 '10--2y/ 5 
E a zma SIO 9 
dos 30”-=2 I ——— M m ; 


10 16 4 
A że dos' a — wst” a = dos 2a (292); be- 
dzie wiec 5 
45 10 oV/5 
dos 22, czyli dos 40° = wst 60" = EE 


6--2V/5. 


LATE, 


, 


czyli dos. 
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4 K 
dos 40° = wst go AWS S PEYS 
s 10 4 
10+V5). 

W formułach zatćm powyższych (300) uczy- 
niwszy R= 1 , a=20%,wst a=2(-1-|-V 5); bedzie 
! toy, y gle v5) — 4V 6— 

—ı 5); czyli , 
wst 10° =zry( 1—42--Ły5) —:V 1-1 
LŚ AEREE 
v5); czyli 
wst 10% =E V (3++4V5)—%V G — 4v5). 
Wyrazy bedące pod znakiem pićrwiastko- 
wym rozmnożywszy przez 4, a przed znakiem 
pićrwiastkowym podzieliwszy przez 2, wypadnie 
wst to*s=iV (3 +v5)-1V (5 —y5). Podo- 
bnymże sposobem odbywszy działanie wypadnie 
dos 1*=4V (5V5) + 4V (5—y5). 
W tych samych formułach uczyniwszy po- 
tóm a —=60”, wst a = ;(1--y5), bedzie 
wst 30°=4 V ((46+V5)-$V 0-40- 
y 5); odbywszy działanie iak wyżćy, wypadnie 
wst 3o =V (5+V/5) —4V (3—V 5). 
doszo?zzgV (5+V 5) ++ 4V (5 —V 5). 


Podobnież wziąwszy łuk a = 80”, doś a= 


— 
— 


*V5—1 
dos go =4 (— 1 + V5) =p iwa- 


żności te położywszy w równaniu wst {æ =% 


Ą V (2R*— 2R. dos a) (293); bedzie 
| wot 8-02/5-L9 
wst 40*=ZV (2- 2 pz Jezy'( o) 
Va 0—z/ 5)" 
= (EZ) V eoa) 
t f 16 3 


l 
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Maiąc wiadome te ważności i wiedząc 
prócz tego iaka iest wstawa 100* i 50%, można 
ułożyć nastepuiacą tablicę. 


wst LO *=dos go=zy (GAVO VEV sy 


wst 20°=dos 80 =i (— r- 


wst 5o°=dos 70 =IY/(5 P -V 5) 
wst 40° = dos Go? nos) 

wst 50” =dos 50”= 2 

wst 60” dos 40° =4 rq +V 5) 

-wst 70 = *=dos 50 *=ry (5 a W AR 


wst 80° =dos 20 *=AY (1042 


wst go°=dos r0 "IV G+V 5) KERAS 
wèt 100°=doso°=1. 

Działanie potrzebne do znalezienia tych 

ważności można iescze znacznie skrócić: gdyż 


VG HV 5)=4V 10+-3V2. Jakoż podnio- 


słszy obie strony do kwadratu, będzie 


.35+V5=$ X 10$V/ 20 Xa— 
vš = =3 EVA Podobnież okazać można, 
że VaV; ) =2 EV 10—3V 2. Te ostatnie 


ważności położy wszy w ZAC tablicy, po- 
strzeżemy, że uważaiąc 51 10 za wia- 
dome, dosyć będzie ozkóry” cacy wyciągnąć piór- 
Mastek kwadratowy, dla znalezienia ważności 
„wstaw i dostaw 1ociu łuków w powyższóy tabli- 
cy umiesczonych. 

502. Zamiast ważności wstaw , dostaw, 
stycznych i dotyczn 7, w tablicach zwyczay+ 
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nych położone są ich logarytmy, dla ułatwienia 
rachunku w rozwiązaniu dwóch następuiacych 
zagadnień do wyrachowania cześcitróykąta isto- 
tnie potrzebnych: 

r. Maiąc dany łuk, znaleźć logarytm 
iego wstawy, “albo dostawy, albo stycznéy al- 
ba dotyczney. 

o. Maiąc dany logarytm wstawy, albo 
dostawy, albo stycznćy , albo dotyczney łuku, 
znaleźć ten łuk. 

Rozwiazanie tych zagadnień zależy od spo- 
sobu rozłożenia i uporządkowania tablic, który 
jest rozmaity, lecz zawsze na wstępie dzieła ta- 
blic wyłożony. 


505. Tablice te nie obeymuią łuków wie- 


kszych nad 4tą cześć okregu, i nie maia po wie- 
kszey cześci ważności siecznych i dosiecznych: 
obaczymy, iednak niżey , że one są dostateczne 
do wynalezienia ważności wstawy, dostawy, sty- 
cznéy i dotycznéy wszystkich łuków choć ‘by też 
naywiększych. Go się zaś tycze siecznych i i do- 
„siecznych”, tę nie wchodzą do rozwiązywania 
tróykatów, iak sie o tém przekonamy w ząga- 
dnieniach rozwiązywanie to za eel maiacych, 
które wkrótce podamy, wyłożywszy pićrwćy 
twierdzenia istotnie potrzebne do wyrachowa- 
nia części tróykąatów , co iest w'aściwym przed- 
miotem Trygonometryi. 

304. IY każdym tróykącie prostokątnym 
tak się ma promień do wstawy iednego z ka- 
tów ostrych, iak przeciwprostokąena do boku 
przeciwnego temu kątowi. 


16* 
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Niech bedzie ABC fig. 141. tróykąt prosto- 
kątny_przy A, z panktu B iako ze środka pro- 
mieni BM równym promieniowi podług którego 
| ułożone są tablice nakróśliwszy łuk MF, który 
będzie miara kąta B i z punktu M do AB spuści- 
wszy prostopadłą MP, która bedzie wstawą kąta: 
B; w tróykatach BMP, BCA podobnych, iest 

BM: MP = CB: AG; czyli, położywszy wa- 
Zności trygonometryczne R: wst B=CB: AC. 

505. I każdym tróykącie prostokątnym 
tak się ma promień do stycznóy iednego z 
kątów ostrych, iak bok przyległy temu kąto- 
wi do boku przeciwnego. 

Wykróśliwszy, iak wyżćy, łuk MF, i z pun- 
ktu F do AB poprowadziwszy prostopadłą FL), 
* która będzie styczną kąta B: w tróykątach BFD, 
CAB podobnych iest BF: FD = AB: AC, czyli 
R:sty B=AB: AC. | 

` 506. WW tróykącie prostokreślaym ia- 
kimkolwiek wstawy kątów maią się iak boki 
przeciwne, 

Niech bedzie tróykąt ABC fig. 75, z wićrz- 
chołka C spuściwszy CD prostopadłą do AB, 
prostopadła ta padnie albo wewnątrz tróykąta 
jak iest na figurze r, albo zewnątrz, iak iest na 
figurze 2. W rwszym przypadku, w tróykątach 
prostokątnych ACD, BCD iest 
R: wst A=AC: CD; R:wstB=BC: CD (504), wiec 

RXCGD—=wstAXAC; RXCD—=wstBXBC; 
a tóm samém wst A XAC= wst BX BC. Wiec 
wst A: wst B=BQC: AC. ' 

W przypadku 2gim w dwóch tróykątach 
prostokątnych CDA, CDB, iest 
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R:wstDAC=AC: CD; R:wstB=CB:CD;więc 
RXCD—=wstDACXAC; RXOD— wstBX 
„ BC; a zatóm ' 

wst DAC X AC= wt B X BC; a tém samém 
wst DAC: wst B= BC: AC. - Ze zaś kąt DAC 


iest spełnieniem kata CAB czyli kata A (294), * 


a tóm samém wst DAC — wst A; bedzie wiec 
wst A: wst B=BC:AC. 

Tę same własność można także następu- 
iącym sposobem wyprowadzić. 

Dany tóykat ACB fg. 142, opisawszy ko- 
łem, i ze środka $ promieniem Sa równym pro- 
mieniowi tablic wykreśliwszy koło, poprowa- 
dzić promienie AS, BS, CS przecinaiące okrąg 
drugiego koła w punktach a,4, c, i poprowadzić 
cięciwy ab, be,ac; tróykąt abe będzie podo- 
bny tróykątowi ĄBC, gdyż ponieważ aS i DS sa 
równe iako promienie iednego koła, tudzież AS 
i BS są także równe; wiec.w tróykacie ASB iest 
AS: aS=BS: bS; a tem samém bok ad iest ró- 
wnoodległy od AB. Tymże sposobem okazać 
można, że bok bę iest równoodległy od BC, bok 
ac równoodległy od AC. A zatćm tróykąty ABG 
i abc są podobne: będzie wiec 

AB: ab — BO: bcZAQ: ac; czyli 
AB: BC; ACzab: bc: ac; wiec. 


AB: BG: ACqab: 4bc: żac. Że zaś kąty 


tróykąta abc, których wićrzchołki są na okre- 
gu, maią za miare połowy łuków, których cię- 
ciwami są boki tym katom przeciwne; a wstawa 
łuku równa iest połowie cięciwy łuku dwa ra- 


s f AC I — tuot A — ad 
zy większego (295); więc tab = wst c=wstC; 
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zbe = wst a = wst A; tac — wst b= wst B; a 
tém samém _ ; 

AB: BG: AC = wst C: wst A: wst B, 

507. UA każdym tróykacie prostokr'e- 
ślnym dostawa iednego zkątów tak się ma aldo 
promienia, iak surima kwadratów z boków 
przyległych temu kątowi zmnieyszona kwia-, 

_draterm wek: trzeciego , do podwóynego illo- 
czynu dwóch pićrwszych boków. 

W tróykącie ACB fig, 147, z wićrzchołlka - 
kata naywiększego © spuściwęzy CD prostopva- 
dłą do AB, 1 dla skrócenia bok CB przeciwny 
kątowi A oznaczywszy przez a, bok AC przeci- 
wny kątowi B przez Ż, bok AB przeciwny katto- 
wi C przez c, a odcinek AD przez x; będzie «2* 

=b- etea (172). Dodawszy po obu Strio- 
nach 26%, a odiawszy a°, i podzieliwszy przeez 

2 2 2 
2c, bedzie Rz 

W tróykącie prostokątnym ACD iest R: 
wst DCA = by x (504). A że kat DCA iest dto- 
pełnieniem kąta A, gdyż obadwa czynią kiat 
prosty , atém samém wst DCA — dos A (285); 

gdzie więc R: dos A=b: z. 


' b 
AA, „ Porównawszy zsolba 


R 
, dos A X b 
dwie znalezione ważności z, bedzie =" Rz 


b Hea 
2e 


"A zatém s= 


= 


; podzieliwszy obie strony przez 
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dos A. E EE a i 
b, wypadnie "R = R ZA —,; a tóm şa- 
mém dos A: R=% +e T Y (*). « 

508. W równaniu 2* =4* Av: c — oca (507), 
dodawszy po obu stronach 2cx , a odiawszy a* ` 
i, będzie 2er—c' =b*—a*. Strony tego 
równania rozłożywszy na czynniki , *wypx GALE. 

c (20— 0) = (a-Eb) (a-=b); a zatóm p 
a =b—a: 2% —cC, Fiy 
Ze zaś AB c, AD—= r; wiec PAL 
- a tém samém AD—BD—=xr— c+v=> 20 — ©. 
Ostatnia więc propozcya zamieni się w następu- 
a iącą : 


_AB: AC-+BC=AC—BC: AD—BD. To iest, 


(*) Jeżeli kąt A iest roztwarty y sak fip: 73 pod li- 
czbą 2, na ten czas bedzie a* =b* TE + 26x 


a —b —c* 
KC 73); a tém samém x = z Ź 
(4 tróykącie CDA iest wst ACD = dos 


R. x 
CAD 


- (504), że zaś kąt CAB, czyli 


kąt A iest p kąta CAD , ima tę ` 
same dostawę co Ukąt CAD lecz.uiemną , iak 
obaczymy niżey ; będzie więc dos A == — 


R.x 

URA zamiast x położ żywszy ważność M 
b*-kc—a* 

zioną wyżey, będzie dos AZRX: e RY A 


, do A | b? -+ c° — a? 
‘a zatęm mę toż te 


zbe 
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w tróykacie, w którym prostopadła z wierz- 
chołka do podstawy spusczona pada wewnątrz 
tróykąta, podstawa tak się ma do summy 
dwóch innych boków, iak różnica tychże bo- 
ków, do różnicy odcinków podstawy. 

Jeżeli kat A iest roztwarty /24g.75 Nro 2% 
na ten czas `= +-C +-2cz (173). Więc a* 
—B=c tH cx ; czyli (a+b) (a—b) = c (2% 
ye ; a zatém c: a-b —a—hb: 2x -j e: to iest, 
kiedy prostopadła z wiórzchołka spusczona do 
podstawy pada zewnątrz tróykata , tak się ma 
podstawa do summy dwóch innych boków,iak: 
różniea tychże boków, do summy odcinków 
podstawy BD-- AD. a W 

Te same własność można wyprowadzić spo-- 
sobem następuiącym. Z punktu C iako ze środ- 
ka promieniem CB wykreśliwszy koło fig. 145, 
i bok ACprzedłużywszy do przecięcia się z okrę- 
giem w punkcie E; bedzie podług tego cośmy 
powiedzieli wyżćy (217). AB: AE—=AF: AM; 
czyli AB: ACH CE—AC— CF: AD— DM. Ze 
zaś CE=CF=BC , a DM=BD; będzie więc 
AB: ACHBC—= AC— BC: AD —BD. 

Kiedy kąt A iest roztwarty, (8: 73 Nro 2, 
Dowodzenie i wykreślenie podobne do poprze- 
dzaiącego. ( 

— 509. W każdym tróykącie prostokre- 
Snym tak się ma summa dwóch boków do ich 
różnicy, iak styczna połowy summy kątów 
tym bokom przeciwnych do stycznóy połowy 
różnicy tychże kątów. | 
W równaniach wst Gibs ZE eh o solada. akordea S 
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wsta dósb—wstb dosa 


R 
ny odpowiadaiące raz do siebie dodawszy, drugi raz 
odiąwszy , będzie 


wst (a—b) = (291), stro= 


2Wst 2. dos b 


wst (a+b) + wst (a—b) = i ; 


i „wst Ż. doś 
wst (ab) — wst (a—b) = fe R „aj 


Niech bedzie a--b=A, a-b=B; a zatóm | 
GARE ZE NY A więc a= 
EP = IAĄIB. 


keg b)—(a —b) Z sb = A —B; wiec b = 


| AE zA— 3B. 


Y É 
Położywszy te ważności w dwóch powyż- 
szych WiK będzie 


wst A- wst B= int (GA+-4B) dos GA); 7 


- 


wst A — wst B=—wet z7A—43B) dos (ZA-|-5B). 
Strony od Eara tych równań podzie- 

liwszy przez siebie, wypadnie 

wst A -+ wst B __ wst(ZA--4B) dos(ZA-4B) 

wst A—wstB”" S wst(zA-5B)dos(zA3B)” 

wst Ad wstB _ wst(ZA--4B)dos (SA-ĘB) 

wst A—wstB "dos GACEEB) wst(zAC. A-4B)' 
Że zaś wstawa łuku podzielona przez do- 


stawę równa się styczney tegoż łuku (290), bę- 
mi więc 


czyli 
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WASE WEBA, E a e dos (4A— 4B) 
B TAX CaL 
Rozmnożywszy obie strony przez wst (ZA — 
4B), a podzieliwszy przez dos (%A— 4B), wy-- 
padnie i- 
wst A-kwstB | wst (ZA-4B) > ł x 
wst A—wstB © dos GA-iB) T (GAEB); czylii 
wstA--wstB "  „,. A ł 
PERO ANJA 0. 
| Podzieliwszy obie strony przez sty (ZA— 
4B), -bedzie a a NA 
wst A-LwstB . sty(5A--34B) 


FEE | B -A-B 
wst A--wst B: wst A — wst B=sty a. i sty ——. 


Że zaś w tróykącie wstawy kątów, maią się 
iak boki tym katom przeciwne (506); oznaczy- 
wszy zatćm boki przeciwne katom A i B głoska- 
mi aib, będzie a; b= wst A: wst B; a tém sa- 
mém a 4-b: a—bzwstA -- wstB: wst A— wst 
B. Proporcya te porównawszy z proporcyą po- 
wyższą wypadnie . 

A+B A—B 
a--b: a—b sty R g, My > 


Możnaby to samo okazać sposobem naste- 
pniacym. Niech będzie fig. 144, łuk AM—=A, 
łuk AN=B: będzie MP—= wstA, NQ—= wstB. 
Poprowadziwszy NC równoodległa od średnicy 
AB, i przedłużywszy MP do m; bedzie “> 
MR=MP— PR = MP—NQ)=wst A—wstB; 
mA z= mP +- PR = MP-- NQ=wst A -+ wst B. 
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Z punktu € iako ze środka promieniem CD 
równym promieniowi koła AGB nakróśliwszy 
łuk EDG, i przez punkt Ð poprowadziwszy sty- 
czną FH, aż do przecięcia się z liniiani CM, 
Gm w punktach Fi H; liniia DF bedzie styczrta 
łuku DE (287), liniia DH. bedzie styczną łuku 
DG, zktórych pićrwszy iest miarą kata MON, 
drugi miarą kąta mCN; a że katy te maia wićrz- 

chotki na okregu, wiec kąta MON iest także 
" miara połowa łuku MN=AM—AN=A—B; 
kąta zaś mCN iest miarą połowa łuku m N=AM 


A—B 
+ AN—= A--B. Bedzie zatćm DF =śty——— > 


A-EB. 
DH—=sty Aż . ` 
Ze zaś liniie Mm, FH sa od siebie równo- 
odległe , więc wtróykątach MCR i FCD, tudzież 
w tróykatach mCR i DCH podobnych iest ` 


RC: DC=MR:DF, RC: DC=mR: DH: 
a zatóm m R: MR=DH: DF; czyli 


A--B 
wst A -+ wst B: wst A — wst B = sty + 


2 , 
A—B 
sty ——; reszta iak wyżćy. 


A 

510. Po wyłożeniu tych twierdzeń , mo- 
żna będzie z łatwością wyrachować cześci tróy- . 
katów prostokrćślnych we wszystkich przypad- 
kach, iakie tylko wydarzyć się mogą. 

. A naprzód co do tróykatów prostokatnych, 
niech bedzie A kąt prosty, B i C dwa inne kąty 
tróykąta prostokątnego ABC; niech a oznacza 
przeciwprostokątną, b bok przeciwny kątow. 
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B, c bok przeciwny kątowi C. Ponieważ w tróy- 
kącie prostokątnym summa dwóch kątów o- 
strych Bi © równa się iednemu prostemu, wiec 
kąty te są dopełnieniem ieden drugiego; a za- 
tem wst C— dos B, wst B = dos C; podobnież 
sty C=dotB, sty B= dot C. 3 
Dla rozwiazania tróykata, czyli dla wyra- 
żenia części iego w liczbach, iakośmy iuż uwa- 
żali, potrzeba mieć trzy części dane, między 
któremi powinien być przynaymnićy ieden bok. 
W tróykącie prostokątnym ABC kąt A iest za- 
wsze wiadomy iak prosty: dla rozwiązania wiec 
tróykąta prostokatnego dosyć iest oprócz kąta 
prostego, mieć dwie części dane, między któ- 

remi powinien być przynaymnićy ieden bok. 
Dwie te dane cześci mogą być ı dd przęciw- 
prostokątna i jeden z boków przyległych kato- 
wi prostemu; 2re dwa boki przyległe. katowi 
rostemu; 75cie przeciwprostokatna i ieden z 
ków ostrych; 4że ieden zboków przyległych 
kątowi prostemu i ieden zkatów ostrych* Wszy- 
stkie wiec przypadki rozwiązywania tróykatów 
prostokątnych sprowadzić można do cztćrech 
następuiacych zagadnień. 
3r1. Zagad. 1. Maiąc dana przeciw-, 
prostokątną a i bok b, znałeźć dwa kąty o- 
stre Bi C, i bok trzeci c, A wą. 
"Rozw. a:b=R: wst (504), więc wst B 

R. b 


= 7 czyli odbywaiac działanie za pomo- 


cą logarytmów, log wst B =log R +- log b — 
log a. Znalazłszy kat B, łatwo będzie znaleźć 
kat C, który iest kąta B dopdniemiem. Można 
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także kat C 3 znaleźć przez następuiaca. propor- 
cyą: a: 'b=R: dos C. 

Co się tycz boku c, ten znaleźć można 

dwoma sposobami : ród znalaziszy kąt C , be- 

"Sty G.b 
dzie R: sty CD: c (505), a zatćra c== R > 
czyli log c = log sty C + log 5 — log R. 2re, 
cza —b (169); a zatóm © =Vv a—b'; czyli 
e= v (a +0) (a—b); czyli log c=3log (2-6) 
+ zlog (a =b): 

312. Zagad. 2, Maiąc dane dwa boki 
bic przyległe kątowi prostemu , znaleźć 
przeciwpr ostokątną a i dwa kąty ostre Bi ©. 

Rozw. ©: b=R: sty B (505): więc sty B 


R. 
do C= Tre Zmalazłszy kąt C, przeciw- 


prostokątną a znaydziemy przez proporcyą: wst 
B: R—=b:a. Możnaby także znaleźć przeciw- 
prostokątną a, przez następuiące równanie: a* 


=b + è (162); więc a=V Fc; lecz wy- 


rażenie to nie-iest wy godne do rachunku przez . 


logarytmy : gdyż be nie można rozłożyć na 
czynniki. 


515. Zagad. 5, Maiąc daną przeciw- 


prostokątną a i ieden kat OF B, aalok 
dwa boki b i 


Rozw. R: wstB=a:b. R: dos B= a 
wst B. a tw dos B. a 

R > FR 
314. Zagad. 4. Maige dany bok b przy- 


c. wiec b= 


MJ 


legły kątowi prostemu, i ieden zkątów o- 
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strych, znaleźć bok drugi i przeciwprosko- 
kątną. ; 
Rozw. wst B: R=—b:a; R:dotB==b: 
224 __. R.b  __dotB.b 

WST waB "ER. 


515. Co się tycze tróykatów ostrokątnych 
i roztwartokątnych, w tych oznaczywszy trzy 
kąty przez A, B, ©, a boki tym katom przeciwne 
przez a,b,c, ażeby za pomocą trzech danych 
ezęści wyrachować inne trzy części tróykąta, 
potrzeba mieć dane albo ieden bok a i dwaktó- 
rekolwiek katy; albo dwa bokia i b, i kąt A 
przeciwny bokowi danemu a; albo dwa boki 
aib i kąt C miedzy niemi zawarty; albo nako- 
niec trzy boki a,b iq. Wszystkie więc przy» 
padki rozwiązywania tych tróykatów można 
sprowadzić do czrórech następuiących zaga- 
dnien. 4 
Ę 516. Zag. 1.  Maiąc dany boka i dwa 
kąty tróykąta, znaleźć dwa inne boki b i c. 
| Rozw. wst A: wst B= a: b; wst A: wstC 
= a: e (306); wiec 
wst B. 2 —_ wstC.a 
FPERRA S uwstA ' 
317. Zag. 2. . Maige dane dwa boki a 
i c, i kąt A przeciwny iednemu z boków da- 
nych, znaleźć bok trzeci b i dwa inne kąty 
BiC. 
Rozw. a: c—wst A: wst C; więc wst C= 
wst A. © i 


z > Maiąc wiadomy kat A.i C , znaydzie= 


` 
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my tóm samem i kąt B. Dla znalezienia zaś bo- 
ku b», ułożymy następniaca proporcyą: 
wst A: wst B—= a: b. 
Uwaga. Jeżeli kąt A iest ostry, abok a 
<c; na ten czas znaleziona przez powyższa pro- 
wstA. © À 
porcyą wst C = "NĄ bedzie albo wstawą 


kąta bca fig. 49, albo też wstawą kąta béa, któ- 
ry iest spełnieniem kąta bca, iakośmy to uwa- 
żali wyżćy (92). W tym więc przypadku pod- 
woyne być może rozwiazanie. 

318. Zag. 3. Maiąc dane dwa boki a 
zb į kąt C między niemi zawarty, znaleźć 
dwa inne kąty Ai B i bok trzeci e. 

Rozw. , Ponieważ kat C iest wiadomy ,tem 
samóm wiadoima bedzie summa dwóch innych 


ca 2 6 
kątów A-}B, i połowa tóy sammy aS Jeże- 


li więc a> b, a tém samém A>B; znaydziemy 
połowę różnicy tychże kątów A i B, przez na- 
śtęptiącą proporcyą: 

A—B 


A-L-B 
ab: abm siy EEF, sty z (509). 


Znalazłszy połowe różnicy, znaydziemy kąt wię- 
kszy A i mnieyszy B. Jakoź niech s oznacza 
summe , r różnicę tych dwóch katów: czyli 
niech będzie A -+ B=s, A—B—r. Strony tych 
dwóch równań razdo siebie dodawszy, drugi raz 
od siebie odiąwszy, wypadnie 2A—=s--r; 2B= 
s—r; wiec A=45s--gr, B==45— gr. To iest, 
kąt większy A równa się połowie ieh summy wię- 
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cćy połową różnicy; kąt mnieyszy B równa się 
połowie summy mnićy połową różnicy. 
*Znalazłszy dwa kąty A i B, bok trzeci c 
znaydziemy przez proporcya : wst À: wst C= 
G:0 i | 
519. Zag, 4. Maiąc dane trzy boki a, 
b,c, znaleźć trzy kąty A, B, C. 
Rozw. “dos A: R= $” Fo —a*: 2bc(307). 
wiec ` dos A=RX Eora 
sposobem znaydźiemy dwa inne kąty. 
Możnaby także zagadnienie to rozwiążać 
sposobem następuiącym : niech będzie tróykąt 
, ACB fig. 145, w którym wszystkie trzy boki sa 
wiadome, i w którym kąt C iest naywiekszy i 
bok AC >BC, czyli b>a. Z wićrzchołka kąta 
Ć spuściwszy CD prostopadłą do AB, czyli do c, 
i odcinek wiekszy AD oznaczywszy przez x, od- 
pi EDDY DB przez y, będzię 
b--a=b—a: t—y (508). Znalazłszy 
różnicę odcinków x —y , wiedzac prócz tego 
ich surnmę 1-20; znaydziemy odcinek wie- 
kszy AD, i mnieyszy BD, z których pićrwszy ró- 
wna się połowie ich sammy wiecóy połowa ró- 
Żnicy, drugi równa się połowie ich sammy mnićy 
© połową różnicy. W tróykątach zatóm prosto- 
„pód ACD, BCD  znaydziemy kąty A i B spo- 
sobem podanym wyżćy (511): maiąc zaś wiado- 
me te dwa katy, w tróykącie ACB, znaydziemy 
kąt C, który iest ich spełnieniem. 
Jeżeli kąt A iest roztwarty fig. 73, pod li- 


czbą 2, na tén czas z proporcyi c: a-|-b=a=b: 
20 


Tymże 
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| ar-kLe (308), znaydziemy summe dwóch odcin- 


ków BD--AD; aże różnica tychże odcinków 
BD—AD—AB, maiac zatóm wiadoma summe 
i różnice odcinków, a tćm samém połowe ich 


`- summy.i połowę różnicy, znaydziemy odcinek 


większy BD imnieyszy AD. W wóykątach zatóm” 
prostokątnych BDC, ADC, w których przeciw- ' 
prostokatne BC, AC i boki BD, AD są wiadome,” 
znaydziemy kat B i CAD (511), a tém samém, i 
kat CAB, który iest spełnieniem kąta CAD. 
320. Sposób pićrwszy, podług którego 
rozwiązaliśmy ostatnie zagadnienie, użytym być 
może nie tylko w tym przypadku, gdy są dane 
trzy boki tróykata; leczi w ten czas gdy są da- 
ne dwa boki i kąt między niemi zawarty, albo 
też iednemu z dwóch danych boków przeciwny: 
bD -e—a 
obec 
ieżeli wiadome są dwa boki b, c i kąt A między 
niemi żawarty, łatwo będzie znaleźć bok trzeci a 
i dwa inne katy; pódobnież gdysą wiadome dwa 
boki a, c i kąt A iednemu z nich przeciwny, ła- 
two będzie znaleźć bok trzeci b i dwa inne ką- ` 
ty (*). To tylko iest rzeczą niedogodną, że w 
równaniu tóm nie można użyć logarytmów dla 
znalezienia ważności licznika b*-Hc—a*. Lecz 


ml. 


w równaniu bowiem dosA=R X y 


(*) To samo równaniė służy takie do rocwiaza- 

nia tróykąta, kiedy dany iest bok ieden i dwa 

kąty : lecz da tego potrzebne są wiadomości 

` gdalsżćy matematyki, ksóre bu mieysca mieć 
nie mogą: 


RY 
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można temu zapobieżeć sposobem LIRA 
cym. y 

Ponieważ dos” a= RE— wst a (250); w ró- 


05” 2a — WSL a 
wnaniu zatem dos 23 = 67 gD, 


położywszy R*— wst” £ 'zamiąst dos” a, będzie 


R*= wst; 2—wst a 
dos 2a = PÓCWRTA LOT , czyli dos2a =. 


R* —owst' a ine” 

R ) 

Niech bedzie dos 22 — dos A, wst 22 = 
wstA: będzie wst. 2 2= wst ZA, wstac wst ZA, 
awst'a=oawst gA. Położywszy te ważności w 
powyższem równaniu, będzie 
04 > R — kórstć IA 

os A = 
3 R A 


~ połajdiważy obie ~ 


R, du dos A  R*-awstZA 
strony przez . „wypa nie R KA e 


A że dos A: R=% e—a: obc, REAN 
GA” EEE ai l 


samém EE TAE EEE R, wiec 


2b0: 
R* —owst BA 2 ; „be E S R | ZE 
R ge} Nozutnoży. 
wiky przez R°, będzie n í 
b° SIAFI } 
R*—awst FAR" wk zey, odmie- 
, niwszy” znaki, 7 
8-2 2% X 
-R*-- EERE Sied ) ; doda- 


wszy R*—= 1 po obu stronach, będzie 


Pó 
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i > A z p* 2 
awst ZA—=R" (£ (żuk. Ai 1; obró- 


‘ciwszy całkowitą na ułomek ,' 


b* b 
<awst* zA =R? fian Lalla a hauka +2 J 


obce 


- (SBbc Si 


e A A ; czyli 
awst 1A =R? (GZÓre e: ). Aże a — 


' b— c) = (a—b+-0) (a+-b—c); wiec i 
PREY GTR ON WI 
Gióisiy przez 2, i wyciagnawszy piérwiastek 
kwadratowy, wy padnie ! 
Pa R KSERO (2--5—c) 
ąbc 
Niech będzie a--b--c=s; a zatóm a— 
b+c= 5—ob, a--b—0c 2 sac; atóm sa- 
e RAE (PO „| (s- zb) (s—20) 
4be "ERA 4bc 
 Podzieliwszy z drugiéy strony mianownik. 
przez 4, a w liczniku ieden czynnik. przez 2 i 
` drugi czynnik przez 2, co naiedno wychodzi , 
iak gdyby cały licznik był podzielony przez 45 
So R (a—b + 0) (a +b= - ©) M a b) (45-0) | 
S mę 4be . be , 
ważność tę położywszy wrównaniu POWY 


będzie. wst 4A =R yi jasiek aani To 
i c 


= Rè 


wst jAz 


mém 


Fli 
R 


} Ą LATY 
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jest: chcąc znaleźć kąt tróykąta , którego trzy 
boki są dane, trzeba od połowy summy trzech 
boków odiąć naprzód ieden; potćm drugi bok 
przyległy kątowi szukanemu , dwie pozostałe 
reszty przez siebie rozmnożyć bay iloczyn tem 
podzielić przez iloczyn dwóch boków kątowi 
szukanemu przyległych; wyciągnąć z tego i- 
lorazu pierwiastek kwadratowy; pierwiastek 
ten będzie wstawą połowy kata szukanego, 
Promień bierze sie zwyczaynię za 1, a tém sa- 
móm w mnożeniu i dzieleniu opuscza się. p 

521. -Zagadnienia te z łatwością być mo- 
ga przystosowane do Jeometryi praktycznóy, wy- 
miar gatunków za przedmiot maiącćy; iako też 


* do innych wszystkich umieiętnosci matematy- 


czno fizycznych. Przytoczymy tu kiika przy- 
kładów potocznieyszych. i 
Przykład 1. -Chcac zmierzyć na gruncie 
z punktu A fig. 145 , odległość niedostepniego 
przedmiotu X „ trzeba wymierzyć na gruncie 
podstawę AB, i za pomocą narzędzia zwanego 
kątomiarem , wymierzyć dwa kąty XAB, XBA 
zawarte miedzy podstawa AB i promieniami o- 
cznemi AX; BX z punktów A i B do przedmiotu 
X wykierowanemi : tym sposobem utworzy się 
tróykat ABX, w którym bok ieden AB i wszyst- 
kie trzy katy sa wiadome. Szukana wiec odle- 
głość AX żnaydziemy przez proporcyą wst AXB: 
wst ABX AB: AX (306); więc log. AX — log. 
AB log. wst ABX — log. wst AXB. ~ 
_  Daymy nato, że AB=588 pretów; kąt 
BAX = 105°, 30 podług dawnego podziału, kąt 


= . ~ 
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ABX = 36*, 15; będzie więc kąt AXB = 40°, 

Ż5% v4 ; £ 

Logarytm AB . +. . . 2,7693775 
Log. Wst ABX „w. . 9,7719150 


„Summa .. . . . 1254192 
Log. wst AXB . . . 9,8105159 


Dogga" wt 5 2,7508764. Lo- 
garytm ten odpowiada liczbie 538, 1; bedzie 
więc AX 5358, 1 pretów. > 

Chcąc z tegoż punktu A znaleźć 'odległość 
drugiego przedmiotu niedostępnego Y, trzeba ` 
wymierzyć kąty YAB, ABY: tym sposobem u- 
twarzy sie tróykąt AYB , w którym bok ięden 
AB i wszystkie trzy kąty sa wiadome. Szukaną 
więc odległość AY znaydziemy przez proporcyą 
wst AYB: wst ABY == AB: ÀY. Daymy nato, 
że kąt BAY = 55? 6, kat ABY = 118° 48; be- 
dzie więc kąt AYB = 26° 6. Odbywszy dzia- 
łanie za pomoca logarytmów, iak wyżćy, znay= 
dziemy AY = 117! pretów. 

322. Przykład o. Chcąc znaleźć odle= - 
głość dwóch przedmiotów niedostepnych X, Y, 
trzeba wynaleźć AX i AY, iak w przykładzie |; 
poprzedzaiącym ; kat XAY bedzie wiadomy : 
gdyż kat ten iest różnicą dwóch katów wiado- 
mych BAX = 105° 30, i BAY. = 35° 6': będzie 
wiec kat KAY = 68° 24. W tróykącie zatćm 
AXY maiąc wiadome z przykładu 1go dwa bo- 
ki AY, AX i kąt miedzy niemi zawarty XAY, 
znaydziemy styczną połowy summy dwóch in- 
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nych katów przez proporcya AV--AX: AY — 
AXYĄ-XYA © AXY-XYA 


AX = sty PIPE sty — ——- (309). 
Odbywszy działanie za pomocą À AUNES 

FOCAXY-L XY s) CH 
wypadnie nk SZYBE „10041 ZĘ. ZAN 
AXY ża XYA 


= 55% 48; a kąt więksży A 


równy połowie summy. obudwu wiecéy połową 
ich różnicy, kat mnieyszy XYA równy połowie 
ich sunmy mnićy połową różnicy; bedzie więc 
kat AXY=84? 23, kąt XYA=27* 13. W tróy-- 
kacie zatóm XYA maiąc wiadome wszystkie ka- 
ty i bok AX, znaydziemy XY przez proporcya 
wst XYA: wst XAY ="AX; XY (306). Odby- 
wszy działanie za pomocą łógarytmów, wypa- 
dnie XY = 1093 pretów. 


323. Przykład 5. Niech będzie DX fig. 
146, szerokość rzeki którą zmierzyć potrzeba : 
wymierzywszy na gruncie podstawę AB równo- 
odlegle od koryta rzeki, która tém samém be- 
dzie prostopadła doszerokości rzeki DX, i:za po- 
mocą kątomiaru wyznaczy wszy kąt ABX zawarty 
miedzy podstawą AB i promieniem ocznym BX. 
wykierowanym z punktu B do przedmiotu X bę- 
dącego na drugim brzegu rzeki; będzie tr óykąt 
BAX pr ostokątny przy A, w którym kąt B i bok. 
AB iest wiadomy : bok. zatem AX. mpar gay 
przez proporcya , R: sty B= AB: AX (505) 
Znalaałszy tyta sposobem AX, i odiąwszy AD 
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odległość podstawy AB od brzegu rzeki, zosta- 


i 


nie DX szerokość szukana (*). AIR 
Gdyby AX. była wysokość wieży , którą po- 
trzeba zmierzyć, na ten czas wymierzywszy pod- 
stawę AF," z punktu’ F za pomocą katomiaru ` 
wymierzywszy kąt DEX- zawarty między liniia | 
pozioma DO równa odległą od podstawy AF, i 
promieniem ocznym CX wykierowanym z pun- - 


_ ktuC dò wićrzchołka wieży X; utworzy sie tróy- 


kat prostokatny CDX , w którym bok CD czyli 
AF, i kąt DCX sa wiadome: bok zatém DX 
znaydziemy przez proporcya R: sty DOX= DC: 
DX. Znalazłszy tym sposobem DX, i dodawszy 


wysokość narzedzia CE czyli AD, bedzie AX 


wysokość szukana. 
Jeżeli punkt A iest niedostępny, na ten czas 
dla zmierzenia wysokości AX , można oznaczyć 


; odległość CX sposobem takim, iakiego użyliśmy 


w przykładzie iwszym: w tróykącie zatém pro- 
stokatnym ODX maiąc wiadomy bok GX i kąt 
DCX znaydziemy DX. przez proporcyą R: wst 
DCX. — CX: DX. 

|. 524. Przykład 4.  Maiąc dane na map- 
pie trzy punkta A, B, € fig. 147, chcąc wyzna” 


czyć położenie 4g0 punkta M lężhce go na teyże: 


co i pićrwsze trzy punkta płasczyznie, i z które- 


(5) FP braniu podstaw na gruncie trzeba zacho- 


wać tę ważna przestrogę, aby podstawy te nie 
były ani zbyt male, ani zbycwięlkie względem 
odleglości szukanćy. Tu up. podstawa AB 
może wynosić około połowy odległości 4X. 
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go katy AMB, AMC sa wymierzone ; trzeba na 
linii AB wykrćślić odcinek koła AMDB , w któ- 
rymby sie zmieścił kat dany BMA (156); potćm 
wykreślić drugi odcinek koła AMC, w którym- 
by się zmieścił drugi kat dany AMC; dwa łuki 
przetną się w punktach A i M; punkt M bedzie 


` punktem szukanym: gdyż ze wszystkich punktów 
-łuku AMDB można widzieć AC- pod katem ró- 


wnym kątowi danemu AMB,i że wszystkich pun- 
któw łuku AMC można widzićć AG pod kątem 


"równym katowi danemu AMG; wiec punkt M, 


w którym sie te dwa łuki przecinaią, iest pun- 


ktem takim , z którego widziéć można razem 
- ABi AC pod kątami równemikatom AMB, AMC. 


W tróykącie ABC, którego trzy boki bedą- 
ce odległościami trzech danych punktów A,Bi 
C, są wiadome, znaydziemy kąt BAC podług for- 
muły podanćy wyżćy (520).  Poprowadziwszy 
średnicę AD, i cięciwe DB, w tróykącie BAD 
prostokątnym przy B,„iest bok AB i kąt przeci- 
rj BDA — AMB wiądomy ; znaydziemy więc 
< Podobnież poprowadziwszy średnicę AE i 
cięciwę CE, w tróykącie ACE prostokatnym 
przy €, bok ACiest wiadomy z założenia, kąt 
CAE = AMC — go*: gdyż miara kąta CAE to 
iest połowa łuku CE, równa się połowie łuku 
będącćy miarą kata AMCzmnieyszonćy 4tą czę- 
ścią okręgu; o czém łatwo przekonać się mo- 
žna dokończywszy figury. W tróykącie zatćm 
ACE maiąc wiadomy bok ĄG i kąt przyległy 
CAE, znaydziemy AE (514). 
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Poprowadziwszy liniie proste MD i ME,po- 
nieważ kąty AMD i AME są proste, iako ża- 
warte w półkola ; wiec dwie liniie MD i ME 
czynią iednę liniia prostą DE. Liniia zatém AM, 

_którćy długość i i położenie oznaczyć potrzeba , 
iest wysokością tróykąta DAE, w którym boki 
ADiAE są wiadome, i kat między niemi zawar- 
ty DAE równa sie summie dwóch katów wiado- 
mych BAC i CAE mnićy katem DAB, który iest 
także wiadomy iako dopełnienie kata wiadome- 
go BDA w tróykącie prostokątnym ABD; znay- 
dziemy wiec kąt ADE (518). ~ 

Nakoniec w tróykącie prostokątnym ADM 
znaydziemy AM. Odległość ta AM i kar/[BAM 
=DAB -+ DAM oznaczaią położenie punkta M, 

525, W wielu przypadkach można także 
w Jeometryi użyć wygodnie formuł trygonome- 
trycznych, iak się okaże z następuiących zaga- 
dnień. 

Zagad. $ Maiąó wiadome dwa boki 
tróykąta i kąt międźy. niemi zawarty, znaleźć 
iego powićrzchnią. 

Rozw.  Powićrzchnia tróykąta ABC fig: 
145, równa iest połowie iloczynu iego podsta- 
wy AB przez wysokość CD (150). Oznaczy- 
wszy zatóm powierzchnią tróykąta przez p, bę- 
" ABX GD 
ma i W tróykacie prostoką- 
tnym ACD, R: wst AAC: CD (304); więc CD 
ZACK wik A. Ważność te położywszy w ró- 

AB X AC 


2 


wnaniu powyźszóm, będzie p = 
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wst A; to iest, powierzchnia, tróykąla równa 
się połowie iloczynu dwóch iego boków roz- 


mnożonego przez wstawę kąta między temi - 


bokami zawartego. 


326. Zag. 2. Maiąc wiadome trzy boki “ 


tróykąta, wyrachować promień koła na nim 


opisanego. y 0 3 
Rozw. W tróykacie ABC fig. 148, ozna- 


czywszy: boki przeciwne katom A, B, C, przez , 
a, b, c, powićrzchnią wóykata przez p, a BS. 


szukany promień koła opisanego przez a ; be- 


dzie podług zagadnienia poprzedzaiącego , p = 


* 


b 
Z X wst A. 


Poprowadziwszy średnice BD i cięciwe CD, 
w tróykacie prostokątnym BOD, R: wst CDB= 
BD:BC. Aże kąt ODB=A, BD—=>BS= 27, 
BC=a, R = 1; więc 1: wst A= 2%; a} aza- 


a . 
tém wst A = zz Ważność te położywszy. w 


; „abc , 
równaniu powyższćm, bedzie p = ZA Móc 
, i - t 
abe l i i 
= ——; To iest, promień koła na tróykącie 


opisanego , równa sie iloczynowi trzech bo- 
2 e Yv 


ków tróykąta podzielonemu :przez wziętą 4 : 


razy iego powierzchnią. 

Co się tycze SF promienia koła wpisane- 
go w tróykąt ABC fig. 121, łatwo iest okazać,’ 
Że promień ten równa się powićrzchni tróykąta 


f 
. 
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pelone przez polowe summy: trzech iego. 


boków. 


527. Zag. 3, Wynależć stosunek przy- 


bliżony okręgu do srednicy. 


| Rozw. Ponieważ łuk co do długości za- 
wsze iest większy od swoićy.wstawy, a mniey- 
szy od styczaćy ; różnica zaś między wstawą i. 
styczna tém iest mnieysza , im iest mnieyszy łuk 
(297); znalazłszy więc sposobem podanym wy- 
żey (298), ważność wstawy i stycznćy łuku ró- 
wunego np. iednćy sekundzie, i obie te ważności 
podwoiwszy , znaydziemy dwie liczby bardzo 
mało między sobą różniące sie, z których piér- 
wsza będąca wartością cięciwy łuku równego. 
dwom sekundom (295), 'iest cokolwiek ôd tego 
łuku mnieysza, druga zaś cokolwiek od tegoż 
łuku wieksza: liczba zatóm środek miedzy nie- 


„mi trzymaiąca, będzie ważnościa łuku równego 
y € , 4 e / 34 


dwom sekundom. , Wziawszy potóm obie te po- 
dwoione ważności tyle razy , ile razy łuk równy 
dwom sekumdom mieści sie w półokręgu, otrzy- 
mamy dwie liczby bardzo mało miedzy soba ró- 
Żniące się, iednę mnieyszą od ważności półokrę= 
gu, drugą wiekszą. Liczba zatóm środek miedzy 
temi dwiema liczbamitrżymająca, może być wzie- 
tą za ważność pólokregu, którą podwoiwszy i 
porównawszy z ważnością średnicy, otrzymamy 
przybliżony stosunek okregu do średnicy. 
3528. Do wyrachowania cześci tróykatów 


~ prostokróślnych, potrzebne sá tylko styczne i 


dotyczne łuków mnieyszych od czwartóy części 
okręgu, a wstawy i dostawy łuków mnieyszych. 


, 


i " 
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od połowy okręgu; o czóm łatwo przekonać się 
można przeyrzawszy z uwagą podane wyżćy za- 
gadnienia. Lecz w śółnych przystosowaniach 
'Trygonometryi potrzebne sa czestokroć łuki nie 
tylko wieksze od połowy okregu, ale też WA. 
ksze od całego okręgu, a nawet łuki równe 
ku okręgom koła. Wypada więc poznać wa- 
żność wstaw, dostaw it.d, duków tak wielkich, 
iak tylko być moga. 
Wystawmy sebie, że promien SM, fig. 149, 
może się około punktu S obracać tak, że punkt 
M obiega cały okrąg w kierunku ACBDA. Rze- 
cza iest przez sie widoczną, że im bardzićy punkt 
M oddali sie od punktu A, tém bedzie wiekszy 
łuk AM. Gdy punkt M znayduie sie na punkcie 
A, to iest, gdy łuk AM = 0, iego wstawa iest 
także o,i styczna o. Jakoż. wstawa MP iest od- 
ległością! punktu Mod promienia AS: kiedy więc 
punkt M znayduie sie na punci ieA „ odległość 
ta musi być 0; toż mówić o śtycznóy AT która 
także musi być o, gdypunkt M znayduie się na 
punkcie A; w ten czas bowiem sieczna ST prze- 
chodząca przez punkt M, musiałaby przecho- 
dzić przez punkt A. 

Ze zaś dostawa łuku równa sie pićrwiastko- 
wi zróżnicy między kwadratem promienia i kwa- 
dratem wstawy (290); kiedy wiec łuku o wsta- 
wa iesto, dostawa tegoż łuku musi być równa 
promieniowi. I wrzeczy samćy dostawa łuku 
iest wstawa dopełnienia tegoż łuku ; dopełnie- 
niem zaś łuku o iest łuk równy śtóy cześci `o- 
kręgu, którego wstawą iest promień, A że sie- 

/ 
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ezna łuku równa sie kwadratowi promienia.po- 
dzielońemu przez dostawę tegoż łuku (290): kie- 
dy więc łuku o dostawą iest promień , sieczną 
łuku o bedzie kwadrat promienia podzielony 
przez promień , czyli sieczna łuku o iest pro- 
mien. Co się tycze dosiecznćy i dotyczney łu- 
ku o, z tych pićrwsza równa iest siecznóy, dru- 


„ga stycznćy dopełnienia łuku o, czyli 4téy czę- 


ści okręgu. Dla poznania'więc ważności dosie- 
cznóy i dotycznćy łuku o, trzeba pićrwćy po- 
znać sieczną i styczną 4tey cześci okregu. , 
Oznaczywszy zatem promień przez R, będzie 
wst 0o ==0, sty 0==0, dos oz=R, siec o=R. 
, 329, dm bardzićy punkt:M przybliża sie 
do %, czyli im bardzićy rośnie łuk AM, tém bar- 
dzićy powiększa sie iego wstawa, styczna i sie- 
czna , a tem bardzićy zmnieysza sie iego dosta- 
wa, dotyczna i dosieczna; co jest przez sie wi- 
doczna. Gdy punkt M znaydnie sie w połowie 


drogi od A do ŁO czyli gdy łuk AM równa sie 


gmóy części okregu, i iego dopełnienie czyli 

łuk MÑ równa się także 8méy cześci okregu; na 
ten czas wstawa równa iest dostawie, styczna ró- 
wna dotycznćy, sieczna równa dosiecznćy. Nad- 
to wtróykącie AST prostokątnym przy A, kat 
AŚT=ATS: gdyż miarą pićrwszego iest łuk AM 
równy $mey części okręgu, czyli 45°; a zatóm i 
dopełnienie iego, to iest, kat ATS—=45, Wiee 
bok AT=AS; to iest, styczna méy części o- 
kregu równa się promieniowi. I wrzeczy samćy 
ponieważ styczna łuku równa się iloczynowi 
promienia i wstawy podzielonemu przez dosta- 
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we tegoż tuku (290); kiedy więc wstawa i dosta- 
wa gmóy cześci okregu są sobie równe; styczna 
gmóy części okregu równa będzie proimieniowi. 
'Foż mówić o dotyczńóy tego łuku.  Oznaczy- 
wsży zatóm okrag koła przez =, bedzie. 1i 


sty tr R. dotęr=Ru Ważność wstawy 


i dostawy tego łuku wyprowadziliśmy wyżóy 
(298). A co się tycze ważności siecznéy i do- 
_ siecznóy tegoż łuku , te łatwo iest wyprowadzić 
z równań podanych wyżćy (290). 9 00 
1 -356. Gdy punkt M przyydzie do C, czyli 
„gdy łuk ĄMrówna się 4tćy cześci obręgu, na ten 
Czas wstawa łuku tego będzie promień, 'a dosta- 


wą = o, iakośmy iuż powiedzieli wyżćy (296). ' 


Ważność ta wstawy i dostawy 4tćy Części 
„okręgu, może być także następuiącym sposobem 
wyprowadzona. Ponieważ dostawa łuku iest 
-wstawą iego dopełnienia, a dopełnieniem łuku 
'0 iest łuk równy 4tey części okregu; więc do- 


i stawa łuku o to iest promier, będzie wstawą' 


„ czwartóy części okręgu; a wstawa łuku o, to iest 
o będzie dostawa 4tćy części okręgu. y 


+ Ponieważ styczna AT iest równoodległa od. . 


promienia CS przechodzacego přzez drugi ko- 
niegłukn AC równego 4tćy części okregu; wiec. 
dwie te liniie zeyść się z sobą nie mogą, choćby 
'naydaley były przedłużone. ` PGA, 
Styczna zatćm 4tóy cześci okręgu jest iló- 
ścią nieskończoną: ilość nieskończona wyraża 


+ n . . A oao 
- sie zwyczaynie znakiem takim w. Będzie więc 


 styfr=w. ; Wa, 
Dopełnieniem 4téy części okręgu iest łuk 


f 
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ia, Styczna zatóm łuku o, to iest.o będzie do- 
tyczną 4tćy cześci okregu; a styczna 4tćy czę- 
ści okregu czyli co Będzie dotyczną łuku o; to 


' jest, dot $r = 6; doro = 6 (*). 


Co się tycze siecznćy i dosieczaćy łuku ró- 
wnego 4tey cześci okregu, z tych „pierwszą iest 
ilościa nieskoiiczoną , druga zaś równa sie pro- 
mieniowi który iest siecznąłuku o będąceg odo- 
pełnieniem 4tćy cześci okręgu ; co i "alt iest 
rzeczą widoczną, że ponieważ dosieczna łuku 
równa się kwadratowi KOREĄ podzielonemu 
| prźez. wstawę (290); jedy wiec wstawa 4téy 
_ części okregu iest promień, „losieczną 4tóy cze- 
ści okręgu będzie kwadrat | lat; zi podzielo- 
ny przez proimień, czyli dosięcir R. , 
551. Gdy punkt M oddała się od C ku P, 

wstawy. zmnieyszaią się, a dostawy rosną. I tak 
wstawa łuku AN wiekszego od 4tćy cześci okre- 
gu iest NQ, a dostawa NG czyli SQ. Ta sama 
liniia NQ iest także wstawą łuku NB mnieyszego 
od 4tóy części okręgu, lecz będącego spełnie- 
niem łuku AN. 

" 'Poprowadziwszy cieciwe NM równoodle- 
gta od średnicy AB, będzie NQ—=MP, iłuk NB 
== AM iako zawarte między cieciwami równo- 
é odległemi; a tém samém i łuk AM iest spełnie- 


R. wst a 


(* Banienóż sy a Z (ada) a wst rz 


p R? 
R, dos jr = 0; będzie więć sty w Z m5 


dos a 


? 
ulomek ten oznacza takie ilość nieskończoną. 


4W 
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niem łuku AN. Dwa te tuki maiacé równe wsta- 
wy MP i NQ, maia także równe dostawySP i i SQ; 
lecz dostawy te maia odwrotny kierunek: dosta- 
wa SP łuku AM mnieyszego od 4tćy części o- 
kręgu leży po lewćy stronie średnicy DC, dosta- 
wa zaś SQ łuku AN większego od 4téy części 0- 
kręgu leży po prawćy stronie teyże średnicy DC. 
Odwrotność ta kierunku dostaw i wszelkich in- 
nych liniy wyraża sie w rachunku dwoma zna- 
kami -- i —, z których pierwszy wyraża ilości 
„dodayne, drugi odiemne. I tak ieżeli dostawa 
SP leżąca po lewéy stronie średnicy DO uważa 
się iako ilość dodayna, czyli ma przed soba 
anak -|-; dostawa SQ leżąca po prawćy stronie 
teyże średnicy DG uważa się iako ilość odiemna, 
i ma przed sobą znak —. Dostawa zatem łu- 
ku wiekszego od 4tey: cześci okręgu , Zest rö- 
wna dostawie:i iego spełnienia wałękej ze zna- 
kiem — ay 
R. wst 
Że zaś sty + AN = Tes AN" (290); kiedy 


wiec dostawa łuku AN iest odiemna, styczna te- 
' goż łuku powinna być odiemna : iloraz bowiem 
ilości dodanćy podzielonćy przez ilość odiemna 
iest odiemny. .I w rzeczy samćy stycznałuku AN 
řest część prostopadłéy AT zawarta między pro- 
mieniem AS i sieczną NS przez drugi koniec te- 
go łuku poprowadzona (287); lecz sieczna ta 
dostatecznie przedłużona, zeydzie sie zliniiaAT' 
w punkcie £ poniżéy $ średnicy AB. Styczna za- 
tém łuku AN iest liniia Aż równa stycznóy AT, 


lecz maiąca kierunek: odwrotny, a tém samém 
1 480 © odie: 
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odiemna. Nadto ponieważ A+ iest styczną łuku . 


Am. który iest spełnieniem łuku AN, gdyż Nm 
iest średnica ; więc styczna łuku wiekszego od. . 
4tćy części okręgu , równa się styczney iego 
spełnienia wziętóy że znakiem —. Toż mó- 
wić o dotyczney tegoż łuku, którą iest linija CF 
równa CE dotycznćy łuku AM, lecz maiąca kie- 
runek odwrotny, a tóm samém odiemna. A że 
sieczna łuku równa się kwadratowi promienia 
podzielonemu przez dostawę, adosteczna równa 
się kwadratowi promienia podzielonemu przez 
wstawę; kiedy wiec dostawa łuku wiekszego od 
4tey części okręgu iest odiemna, bedzie sieczna 
tego łuku odiemna, a dosieczna dodayna. Jakoż 
sieczna łuku AN iest S4, dosieczna zaś iest SF. 

3352. Gdy punkt M znayduie się na pun- 
kcie B, czyli gdy łuk AM równa sie połowie o- 
kregu, będzie wstawa = o, dostawa = — R, 
styczna ==0; dotyczna = — œ; sieczna = — R; 
dosieczna — w ; co iest łatwo wyprowadzić z 
wiadomości poprzedzaiacych. 

533. Gdy punkt M znayduie się na pun- 
kcie z, czyli gdy łuk AM iest większy od poło- 
wy okręgu, iak.iest łuk ACB», wstawa iego nQ 
znayduiąca sie poniżćy średnicy AB, ma kieru- 
runek odwrotny wstawom NQ, MP znayduia- 
cym sie powyżćy średnicy AB; wstawa zatóm łu- 
ku wiekszego od połowy okregu iest odiemna. 
Wstawa ta nQ powieksza się, a dostawa SQ 
zmnieysża się coraz bardzićy , w miarę przybli- 
żania się punktu M do punktu D, mk dalece, że 
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w punkcie D, gdzie łuk ABD=4 okregu, wsta- 
wą iest promien DS wzięty odiemnie, dostawa 
zaś równa się o. „Nakoniec gdy punkt M przy- 
bliża sie do punktu A, czyli gdy łuki są większe 
od 3 okregu, iak iest zp: łuk ABm , na ten czas 
stawa mP zaczyna sie zmnieyszać, lecz jest zas. 
wsze odiemna ; dostawa zaś SP zaczyna sie po- 
większać, i iest znowu dodayna , aż do punktu 
A, gdzie wstawa równa się o0,- a dostawa pro- 
mieniowi. » Wstawa zatém łuku równego okre- 
gowi iesto, dostawą zaś promien. 

Co sie tycze ważności styczney, dotyczney, 
sieczney i dosiecznóy tak łuku większego od 
połowy okręgu i od 4 okręgu, iako też łuku ró- 
wnego Ż okregu i całemu okręgowi, te łatwo 
iest wyprowadzić za pomocą równań podanych 
wyżćy (290): | 

534. Gdyby punkt M powróciwszy do pun- . 
ktu A, rozpoczął nowy obrot w tymże samym 
kierunku, w jakim odbył obrot pićrwszy, mie- 
libyśmy łuki większe od całego Skadi a nawet 
większe od dwóch, trzech i t.d. okregów , gdyby 
punkt M po ukończonym obrocie drugim, rozpo- 
czął obrot trzeci, potóm czwarty it d. ` Lecz 
wszystkie te łuki maią zawsze początek w pun- 
kcie A, akoniec w punkcie M; a zatem ich 

„ wstawy, dostawy it.d. beda te same , iakie są 
łuków AM wykróślonych przez punkt M w cza- 
šie piórwszego obrotu. Oznaczywszy więc łuk 
iakikolwiek przez a, bedzie wst a= wst (»--a) 
= wst (2r -- 2) — wst (3r-|-a) i t.d. "Toż mó- 
wić o dostawach, stycznych i t.d. 
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535. Wszystkie te ważności wstaw i do- 
staw, a tóm samém stycznych, dotycznych sie- 
cznych i dosiecznych , można także wyprow4* 
dzić z pićrwszego twierdzenia 'Trygonometryi 
(291). Jakoż w pićrwszćm i trzecićm równaniute- 

o twierdzenia wziawszy promień R za 1, bedzie 
wst (a-b) = wst a. dos b. + wst b. dos a A 
dos (a--45) = dos a..dos b. — wst a. wst bf ~. 

W dwóch tych równaniach wziąwszy 1ód 
łak a równy 4téy części okręgu, któréy wstawa 
iest promien czyli r, a dostawa równa 0, i wa- 
żności te położywszy zamiast wst 2, dos a; bē- 
dzie w. w "R 

wst (žr -+ b) = 1. dos b |- wst b. o == dos b; 

dos($ s +b) = o. dosb— 1. wst b =-~ wst 5. 
To iest, wstawa łuku wiekszego od 4tćy części 
okręgu iest dodayna, a dostawa odiemna. 

are, Wziawsży łuk a=3r,i łuk b=} r} 
dwa równania A zamienią się w następuiące: 

wst $r — t. O - 1.0—0; 
dos ġr = 0. 0—1. r==t. Toiest, wstawa 
łuku równego połowie okręgu iest o, a dosta- 
wa tegoż łuku iest odiemna. 

Zeie. W tychże równaniach A wziąwszy 
łuk a=$r, i zamiast wst a, dos a położywszy 
ważności znalezione w dwóch poprzedzaiących 
. równaniach; będzie 

wst (3r--b) = o, dos b -- wst b.= 1 = = dos b; 
dos (zr-Lb)=— 1. dos b—o. wstb = — dos b. 
To iest, łuku większego od połowy okregu wsta« 
wa i dostawa iest odiemna. 
k 


18° 
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4te. Wziąwszy łuk a = 5a, łuk b= I»; 
i zamiast wst a, dos a, wst b, dos b położywszy 
ich ważności znalezione; równania A zamienią 
się w następuiące: p" | 
wst (3-47) = 0.01. — I S— r; 
„ „dos (zr+47)=—1.0—o0. r1=o. Toiest, łu- 
kurównegoż okręgu wstawa iest odiemna, adó- 
stawa równa 0. f ; l 
BŁe. : Wziawszy łuk aêr, i zamiast wst 
a, dos a, położywszy znalezioną ważność *wsta- 
wy i dostawy okregu; równania A zamienią 
sie w następniące : nadaj ih” 
wst (żr-b)== = 1. dosb + wst b. o= - dos b; 
dos 'gr-|-.0) = o. dos b — (—1 wst 5) wst b. 
To iest, łuku większego od å okregu wstawa iest 
odiemna, a dostawa dodayna. żę 
Gte..  Wziąwszy tuk a = $r; łuk b — Ie; 
"4 w równaniach A zamiast wst a, dos æ położy- 
wszy wstawe i dostawe Ż okręgu , a zamiast wst 
b, dos b położywszy wstawe i dostawę 4tćy czę- 
ści okregu, bedzie S 
wst (r-+4qr) =- 1. oF 0—=0; 
dos (żz-4r) = 0. 0—(-1. 1 )—=!. To iest, 
łuka rownego całemu okregowi wstawa iest o, a 
dostawa dodayna. 
gyme: Nakoniec w tychże równaniach A 
wziąwszy łuk a—», i zamiast wst a, dos a po- 
łożywszy znaleziona ważność wstawy i dostawy 
łuku równego okręgowi; będzie 
Wst (rb) = 0. dos b +- wst b. 1==wst b; a 
dos(r-|-b) = 1. dos b—o. wst b—=dos b. To 
jest, łuku równego całemu okregowi powię- 
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kszonemu. łukiem %,, wstawa i dostawa równa 
się wstąwie i dostawie tegoż łuku b i t.a, 

Stąd się okazuie, że od punktu A fig. 149; 
aż do.puńktu.B, gdzie łuk ACB równa sie poło- 
wie okręgu, wstawy są dodayne; od punktu zaś 
B, aż do punktu A, gdzie łuk ACBDA równa się 
okręgowi, wstawy są odiemne. 2re, że od pan- 
ktu A do C, gdzie łuk AC równa się 4tćy części 
okregu, dostawy sa dodayne ; od punktu ©:do 
D, gdzie łuk ACBD równa się ż okręgu, dosta- 
wy są odiemne; od punktu D do A, gdzie łuk 
AOGBDA równa się okreęgowi , dostawy są do- 

dayne. Granica zatóm wstaw dodaynych i odie- 
 mnych iest średnica AB; granicą dostaw do- 
daynych i odiemnych iest średnica DC prosto- 
padła do średnicy AB, 
wst 2 

336. Ponieważ sty a = gaz; dot a = 

dos a 


wa g? styczna wiec i dotyczna łuku wten czas 


bedzie dodayna, kiedy iego wstawa i dostawa 
maid przed sobą iednakowe znaki, co ma miey- 
sce od punktuA do4© i od pinktu B do D; Kie- . 
dy zaś wstawa i dostawa maia przed sobą znaki 
odmienne, iak iest od punktu Č do B, i od pun- ; 


ktu D do A, na ten czas styczna i dotyczna be- 
dzie odiemna. 


337. Częstokroć w rachunku wypadaią łu- 
ki odiemne, Abyśmy poznali iakie są tych łu- 
ków wstawy i dostawy, uważmy , że dwa łuki 
równe AM, Am fig. 149, z krórych pićrwszy iest 
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dodayny, drugi odiemny, maią wprawdzie ró- 
wne wstawy PM i Pm; lecz wstawa pierwszego 
iest dodayna , wstawa drugiego odiemna ; do- 
stawa zaś obudwu iest ta sama PS. * Podobnież 
dwa równe łuki ACN, ADn, z których pićrwszy 
iest dodayny, drugi odiemny, maia równe wsta- 
wy NQi nQ, lecz pićrwsza dodayna, druga od- 
iemna; dostawa zaś obudwu iest SQ. Stad wnie- 
siemy, że wstawy łuków odiemnych sę odie- 
mne; dostawy zaś te same co i łuków doday- 
nych równych odiemnym. , W ogólności, wst 
—a—2<wsta; dos — a = dos a. 


Koniec Tryğonometryi Prostokreslnóy i 
Jeometryi. Części 4. 
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